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Sazetak. U ovom seminarskom radu analizira se Newtonova metoda za rjeSavanje jednadzbe f(z) = 0,
gdje je f € C?[a,b] funkcija zadan na intervalu [a,b]. Dane su osnovne karakteristike i svojstva ove
metode. Izraden je odgovarajuéi Mathematica-modul pomocu kojega je analizirana metoda na nekoliko
ilustrativnih primjera.
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Abstract. (Newton’s method for solving a nonlinear equation f(z) = 0) In this seminar paper
Newton’s method for solving equation f(z) = 0 is analysed, where f € C?[a,b] is a function defined
on the interval [a,b]. Basic characteristics and properties of this method are given. A corresponding
Mathematica module is made by means of which the method is analysed on several illustrative examples.
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2 Newtonova metoda

1 Uvod

Promatramo realnu neprekidnu funkciju f definiranu na zatvorenom intervalu [a,b]. Opcenito, svaki

kompleksni broj &, koji je rjesenje jednadzbe

f(.l?) =0, (1)

nazivamo nulto¢kom funkcije f. Mi ¢emo se ograniciti na istrazivanje samo realnih nultoc¢aka funkcije f
(sjecista grafa funkcije s osi ). Opéenito se moze dogoditi da neka funkcija ima vise realnih nultocaka,
da su neke viSestruke ili da uopée nema realnih nultocaka.

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu I = [a,b] i ako na rubovima intervala prima suprotne
vrijednosti (tj. ako je f(a)- f(b) < 0), onda (vidi JUKIC (2000), str. 120), postoji barem jedna tocka £ € I,
za koju vrijedi f(£) = 0. Ako je, osim toga, prva derivacija f’ stalnog predznaka na intervalu I, onda
je to i jedina nultocka funkcije f na intervalu I. Na taj se nacin posao oko trazenja realnog rjesenja

jednadzbe (1) svodi na dva koraka:
1. Separirati interval I, u kome funkcija ima nultocku,
2. Nekom iterativnom metodom odrediti aproksimaciju nultocke £ s unaprijed zadanom tocnoscu.

Spomenuti interval I = [a, ], u kome se nalazi barem jedna nultocka funkcije f, treba odrediti tako

da na njegovim rubovima funkcija prima vrijednosti suprotnog predznaka, tj. da bude

f(a)- f(b) <0.

2 Newtonova metoda

Pretpostavimo da smo na neki nacin odredili interval I = [a,b], u kome se nalazi jedinstvena nultocka
neprekidne i dovoljno “glatke” funkcije f za koju je f/(z) # 0 Va € I. Izaberimo pocetnu aproksimaciju
xo € I, razvijmo funkciju f u Taylorov red u okolini tocke z i zadrzimo se na linearnom ¢lanu. Tako

smo funkciju f u okolini to¢ke xy aproksimirali linearnom funkcijom

fi(x) = fxo) + (& — 20) f'(x0)

Ciji graf je tangenta na graf funkcije f u tocki xg.
Sada ¢emo umjesto rjesavanja jednadzbe (1), rjesavati jednadzbu fi(z) = 0 (geometrijski gledano,
umjesto trazenja sjecista grafa funkcije f s osi z, trazimo sjeciste tangente s osi z). Rjesenje jednadzbe

fi(z) = 0 oznacimo s z;

o f(@o)
s f(zo)
Ponavljajuéi postupak, dobivamo niz zg, z1, ... zadan rekurzivhom formulom?
flz
Tyl = Tp — f,((x”)), =0,1,... (2)
n

3U literaturi ¢esto ovu metodu mozemo naéi pod imenom Newton-Raphsonova metoda.
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Vazno je primijetiti da u svakoj iteraciji konstruiramo lokalni aproksimant funkcije f i onda trazimo
nultocku lokalnog aproksimanta.

Ako je z,, jedna aproksimacija nultocke & u intervalu I = [a,b] i ako je f derivabilna funkcija, takva
da je |f'(x)] > 0, z € I, onda iz Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti (vidi primjerice [1]) slijedi

ovakva ocjena apsolutne pogreske n-te aproksimacije

€ al < L2 ggiejo 0 < my = mip (2], ®

O konvergenciji Newtonove metode moze se vidjeti u [2], [3], [6]. Vrijedi slijedeéi teorem (dokaz vidi

primjerice u [6]):

Teorem 1 Neka funkcija f : I — R ima neprekidnu drugu derivaciju na intervalu I = la,b]. Neka
je nadalje, f(a)- f(b) < 0, a prva (f') i druga (f") derivacija funkcije f na intervalu I imaju stalan
predznak.

Tada, ako je xo € I izabran tako da bude

f(wo) - f"(x0) >0, (4)

niz definiran s (2) konvergira prema jedinstvenom rjesenju £ jednadzbe f(z) = 0.

Pri tome vrijedi ocjena pogreske aproksimacije

M.
€ —xp| < 2—m21(37n - xn—l)Qv (5)
gdje je
— : U M _ "
my = min|f'(z)|, Mz = max|f"(z)],

a metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije, tj. vrijedi

M.
€ — zppa] < 2—77;(5—%)2. (6)

3 Numericki eksperimenti

Na nekoliko numerickih i prakti¢nih primjera, a na bazi vlastitog programa izradenog u programskom

sustavu Mathematica ilustrirat éemo prednosti i nedostatke Newtonove metode.

Primjer 1 S toc¢noséu e = 0.00005 (4 signifikantne decimale) treba odrediti pozitivnu nultocku funkcije
flx)=e"+2% -2

Ova funkcija ima dvije nultocke. Jednu mozemo lokalizirati u intervalu Iy = [—1, 0] a druga u intervalu
I = [1,2] (Slika 1). Mi éemo potraziti nultocku iz intervala [1,2]. Kako je f/'(z) = —e™* + 2z, funkcija f
je rastuéa na intervalu I5 i imamo m; = f’(1) > 1.6, a kako je f(2)- f”(2) > 0 za potetnu aproksimaciju
izabrat ¢emo xg = 2.

Nakon 3 iteracije dobivamo z* = 1.3160. Tijek iterativnog procesa prikazan je u Tablici 1 (go je desna

strana ocjene (3). Primijetite da sama vrijednost funkcije jos uvijek nije manja od e.
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flx)=e"+2% -2 T e x> 2 — 1
12
10 4
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370 -2

Slika 1: Lokalizacija nultocaka

Tn 9o f(@n)

2 1.334585 | 2.135336
1.4475 | 0.206462 | 0.330339
1.3233 | 0.010823 | 0.017316
1.3160 | 0.000037 | 0.000060

W~ o3

Tablical Tijek iterativnog procesa

Nize je naveden modul NewtonMethod kojim se uz primjenu Newtonove metode trazi nultocka funkcije.

In[1] := NewtonMethod[f_, xO_, ml_, eps_, Imax_, ind_] := Module[{x = x0, n = 0},
(* £ - funkcija *)
(* x0 - pocetna aproksimacija *)
(* m1 - broj iz ocjene (3) *)
(* eps - tocnost *)
(* Imax - maksimalno dozvoljen broj iteracija *)
(* ako je ind = 0, nece se ispisivati iterativni proces; u protivnom, hoce *)
While[N[Abs[f[x]]/m1] > eps && n < Imax,

If[ind != O,
Print[" x_", n, " =", x, ", pogreska =", f[x]/ml, ", £(x_", n,")=", £[x]//N]1];
x = N[x - £[x]/f’[x]1]; n =n + 1];
{n, x}]

koji uz poziv

In[1]:= f[x_] := Expl[-x] + x"2 - 2;
NewtonMethod[f, 2, 1.6, .00005, 10, 0]

daje broj potrebnih iteracija i vrijednost dobivene aproksimacije nultocke

Out[3]:= {3, 1.316}
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