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1 Uvod i motivacija — kontrakcija i dilatacija ravnine

Neka je Xo(M) vektorski prostor u ravnini, a (O;ey,es) pravokutni koordinatni sustav. Definirajmo

linearni operator C € £ (Xy) na sljede¢i na¢in
C(z1e1 + zae2) = z1€1 + Y200, v eR. (1)
Primijetite da je linearni operator C specijalno
e za v = 1 jedini¢ni linearni operator (C = 7);
e za v = 0 projekcija na prvu koordinatnu os;

e za v = —1 simetrija obzirom na prvu koordinatnu os;
10

1. Pogledajmo
0 ~

U opéem sluéaju linearnom operatoru C u bazi (e1, e2) pripada matrica C' = l
kako linearni operator C djeluje na neke geometrijske objekte u ravnini.
o (kruZnica) Jedini¢nu kruznicu sa sredistem u tocki O
K= {(x1,29) € R? : 22 + 22 = 1}
preslikava u elipsu
2
C(K) =K'= {(&,m) e R?: €2 + % =1},
Naime, tocka T = (z1, z2) € K prelazi u tocku T = (&, ), pri ¢emu je
§ =1, n =Tz
P+ars=1 = §2+Z—z:1.
e (pravokutnik) Pravokutnik
P={(x1,22) eER*: 1< 2, <1, —1<up,<1}
preslikava u pravokutnik

CP)=P ={(n)eR*:-1<E<1, —y<n<n}

K/
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Iz prethodnih primjera moglo se vidjeti da linearni operator C steze (odnosno rasteze) geometrijske

objekte u smjeru druge koordinatne osi. To su razlozi zbog kojih linearni operator C
e za |y| < 1 zovemo kontrakcija (stezanje) prema prvoj koordinatnoj osi;
e za |y| > 1 zovemo dilatacija (rastezanje) prema prvoj koordinatnoj osi;

Definirajmo sada linearni operator Aj, koji steze (rasteze) ravninu u smjeru prve koordinatne osi i

linearni operator As, koji steze (rasteze) ravninu u smjeru druge koordinatne osi

Ai(zre1 + zae2) = arxier + xee2, a1 >0,

As(zre1 + z2e2) = x1e1 + ax2e2, 2 >0,

a; 0 1 0
kojima u bazi (e1, es) pripadaju matrice 4; = 01 ) ] , odnosno Ay = ] . Linearni operator
Qa9
. . . ar 0 .
A, kome u bazi (e1, es) pripada matrica A = A1 Ay = zadan je s
as

.A(xlel + 1'262) = q1T1€1 + QoT2e2, 1,2 > 0.

On jediniénu kruznicu K = {(z1,z2) € R? : 27 + 23 = 1} preslikava u elipsu

2 2
Ty T3
—t—5 =L
ay Qa3

Naime, toc¢ku T = (x1,z2) € K preslikava u tocku 77 = (&, 7), pri ¢emu je

£ =y, N = QT2

2 2
P2+ri=1 = (5)+(i) =1.

a1 a2

Primjerice, za a; > 1 i ag < 1 rasteze kruznicu K u smjeru prve koordinatne osi i steze u smjeru druge
koordinatne osi.
Primjenom programskog sustava Mathematica pomocu kratkog nize navedenog programa pogledajte

djelovanje linearnog operatora kontrakcije za razlic¢ite vrijednosti parametara oy, cs.

In[1] := << Graphics‘ImplicitPlot®
In[2]:= all = 3; al2 = 1/2;
ImplicitPlot[{x"2 + y°2 == 1, (x/all)"2 + (y/al2)"2 == 1}, {x, -all, alll}];

Zadatak 1 Neka je Xo(M) wvektorski prostor u ravnini, a (O;eq,es) pravokutni koordinatni sustav.
Definirajte linearne operatore projekcije i simetrije obzirom ma simetralu prvog i treéeg kvadranta, te
ispitajte njegovo djelovanje na jedinicnu kruznicu i kvadrat sa sredistem w ishodistu O koordinatnog sus-

tava.



Svojstveni problem 3

2 1
Primjer 1 Zadan je linearni operator C, kome u bazi (e1,e2) pripada matrica C = [ L 9 ], t7.

C(x1e1 + xae2) = (221 + z2)er + (x1 + 222)es.
Razmotrimo djelovanje ovog linearnog operatora na jedinicnu kruznicu K = {(z1,22) € R? : 22 + 23 = 1}.

Linearni operator C vektor zje; + zoea, gdje je (z1,z2) € K preslikava u neki novi vektor ej 4 nea, tako

da je C(z1e1 + xoe2) = Ee1 + nea, tj.
(221 + z2)er + (1 + 2x2)ex = Eeq + nea.
Iz jednakosti
2r1 + 22 =€, T1+ 220 =1,

dobivamo

2 1 2

1
T1=38—3n,  T2= 36+

Zato jedini¢éna kruznica K djelovanjem linearnog operatora C prelazi u elipsu (vidi sliku):

2 11\2 1. 2\?
<§f‘§") +<‘§f+§") =1

Primijetite da je matrica C linearnog operatora C regularna i da je njena inverzna matrica zadana s

2 -1
cl=1 l 5 ] Zato imamo

w

-1

C(zie1 + waez) = Eep +nea =  wie; +maea = C Y(Eer +mea)
= £C7H(er) +nC 7 e2)
= &(5er—ge2) +n(—ger+ 5e2)
= (Be-gm e+ (=58+35m) e
Sliku kruznice K i elipse C(K) mozemo dobiti na sljedeéi nacin
In[1]:= << Graphics‘ImplicitPlot°
In[2]:= C = {{2, 1}, {1, 2}};

Ki[x1_, y1_1 = (Inverse[CI[[1]].{x1, y1})"2 + (Inverse[C][[2]].{x1, y1})"2 ==
ImplicitPlot[{x172 + y1~2 == 1, Ki[x1, x21}, {x1, -3, 3}];

-
N

Ako isti program ponovimo za linearni operator D kome u bazi eq, e; pripada matrica D = [ g ? } ,

dobit ¢emo slicnu sliku (rotiranu za 7)
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P

0.5

a jednadzba pripadne krivulje D(K) bit ée
Lo, o
—_— = 1.
g& T

To znaci da linearni operatori C i D na sli¢an na¢in transformiraju prostor R2. Sto je tome razlog?

2 Svojstveni problem

Definicija 1 Kazemo da je kompleksni broj A € C svojstvena (karakteristi€na) vrijednost linearnog opera-
tora A :R™ — R" ako postoji x € R™, x # 0, takav da je

Az =z

Spomenuti vektor x zovemo svojstveni (karakteristiéni) vektor linearnog operatora A koji pripada svojstvenoj

vrijednosti \.

Skup o(A) svih svojstvenih vrijednosti linearnog operatora A zovemo spektar linearnog operatora A,

a broj

r(A) = max [A|
A€o (A)

spektralni radijus linearnog operatora A.
Neka je A matrica linearnog operatora A. Moze se pokazati da je A\ svojstvena vrijednost linearnog

operatora A onda i samo onda ako je
det(A — A\I) = 0. (2)

Na lijevoj strani jednakosti (2) je polinom n-tog stupnja u A, koji zovemo svojstveni (karakteristi¢ni)

polinom matrice A, odnosno linearnog operatora A. Vrijedi (vidi primjerice [9, 10])

(=1)™det(A — M) = A" —tr(A)N"" P+ 4 (=1)"det A = 0,

detA:ﬁ)\i, t’l‘Azzn:)\i.
i=1

i=1
Specijalno, simetri¢ni linearni operator A ima sve svojstvene vrijednosti Ay,..., A, realne, a odgo-

varajuéi svojstveni vektori mdusobno su okomiti. ' To je posljedica sljede¢eg teorema (vidi primjerice

[10]):

Teorem 1 Neka je A : R™ — R™ simetrican linearni operator. Postoji ortonormirana baza vy, ... ,Vy,
u R™ ¢ realni brojevi A\1,..., N\, takvi da je Avp = A\pgvi (k= 1,...,n). U toj ortonormiranoj bazi
operatoru A pripada dijagonalna matrica D = diag(A1, ..., \n).

IPodsjetimo se da linearni operator A : R™ — R™ zovemo simetri¢ni ako za sve ,y € R™ vrijedi (Ax,y) = (z, Ay)
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To takoder znaci da postoji realna ortogonalna matrica V takva da je
VI'AV =D, (3)

pri éemu je D = diag(A1,...,A,). Stupci matrice V' su odgovarajuéi ortonormirani svojstveni vektori

matrice A.

Primjer 2 Lako se vidi da su linearni operatori C i D iz t.1 ustvari isti linearni operator, kome u bazi

e1, es pripada matrica C, a u bazi

Vi V3 Vi V3

V] = 761 + 762, Vo = —761 + 762
matrica D, pri ¢emu vrijedi
V2 V2
VIAV =D, gdjeje V= é é]
2 2

V je ortogonalna matrica i ona u bazi (e1, ea) definira linearni ortogonalni operator V, koji ortonormiranu

bazu (e1, e2) prevodi u ortonormiranu bazu (v1,v2).

3 Kvadratna forma
Definicija 2 Funkciju q : R2 — R definiranu s
— 2 2
q(x1,x2) = a1127 + 2a1221 72 + az225, a1, a2, az € R (4)
nazivamo kvadratna forma dviju varijabli.

Neka je A : R? — R? linearni operator, kome u bazi (e1, e2) pripada matrica

A= (5)

ann aia ]

a12 a22

Zbog simetri¢nosti matrice A i linearni operator A je simetri¢ni linearni operator. Lako se moze provjeriti

da vrijedi
(Az,z) = q(v1,22), gdjeje x=x1e1+ 2202 (6)

Prema Teoremu 1 za simetriéni linearni operator A postoji ortonormirana baza (e}, e5) i realni brojevi
A1, A2 € R, takvi da je

Ael =Ne] & Aey = \aeh.
Neka je x = x} e} + xhel, prikaz vektora x u novoj bazi (ef, e}). Onda vrijedi
q(z1,m2) = (Az,2) = M)’ + hoaly’. (7)

U razli¢itim primjenama vazno je razlikovati kvadratne forme koja primaju samo pozitivne (samo
negativne) vrijednosti te one koje primaju i pozitivne i negativne vrijednosti. Zbog toga se kvadratne
forme uobicajeno klasificiraju na sljedeéi nacin (vidi primjerice [9, 10]):

Za kvadratnu formu (4) kazemo da je
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e pozitivno semidefinitna, ako prima samo nenegativne vrijednosti;
e negativno semidefinitna, ako prima samo nepozitivne vrijednosti;
e pozitivno definitna, ako je pozitivno semidefinitna i ako je g(z1, z2) = 0 jedino u slucajuz; = z9 = 0;

e negativno definitna, ako je negativno semidefinitna i ako je ¢(z1,22) = 0 jedino u slucaju z; = zg =
0;

o semidefinitna, ako je pozitivno ili negativno semidefinitna;

e definitna, ako je pozitivno ili negativno definitna;

e indefinitna, ako prima i pozitivne i negativne vrijednosti.

Iz (7) jednostavno se vidi da da je kvadratna forma (4) :

e pozitivno semidefinitna onda i samo onda ako je Ay > 0, Ay > 0;
e negativno semidefinitna onda i samo onda ako je Ay <0, Ay < 0;
e pozitivno definitna onda i samo onda ako je Ay > 0, Ay > 0;

e negativno definitna onda i samo onda ako je A1 < 0, A2 < 0.

Svojstvo kvadratne forme moze se odrediti i bez ra¢unanja svojstvenih vrijedosti odgovarajuée matrice.

Vrijedi sljedeéi teorem (vidi [9]).
Teorem 2 Kuvadratna forma (4) je

e pozitivno semidefinitna onda i samo onda ako je det(A) >0 i a;; > 0, age > 0;

negativno semidefinitna onda i samo onda ako je det(A) >0 i a1 <0, aze < 0;

pozitivno definitna onda i samo onda ako je det(A) >0 i ajg > 0;

negativno definitna onda i samo onda ako je det(A) >0 i a1 < 0;

indefinitna onda i samo onda ako je det(A) < 0.

Zadatak 2 Ispitajte svojstva sljedecih kvadratnih formi

a) q(x1,rs) = 4a? — 4 29 + 22 b) q(z1,22) = 23 + 2122 + 523

¢) qlz1,29) = 4af + T2y + T3 d) q(z1,22) = 27 + x122 + Has.

Svojstva kvadratne forme iz prethodnog teorema definiraju se analogno i za pripadnu matricu lin-
earnog operatora. Tako za simetri¢nu matricu A kazemo da je pozitivno semidefinitna (odnosno neg-
ativno semidefinitna, pozitivno definitna, negativno definitna, indefinitna) ako je pripadna kvadratna
forma pozitivno semidefinitna (odnosno negativno semidefinitna, pozitivno definitna, negativno definitna,

indefinitna). Navedena svojstva mogu se prosiriti na simetri¢ne matrice iz R™*™.
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Primjer 3 Izradit éemo program koji ée generirati 1000 slucajnih simetricénih matrica iz R**2. Elementi
matrica trebaju biti uniformno distribuirani slucajni brojevi iz intervala

i) [-10,10] i) [—10, 0] iii) [0, 10].
Za svaku skupinu matrica prebrojit éemo koliko ima pozitivno semidefinitnih, negativno semidefinitnih, 1

indefinitnih matrica. Napravit éemo histograme relativnih frekvencija te usporediti rezultate.

Primjenom sljede¢eg jednostvanog Mathematica-modula dobivamo rezultate prikazane na slici.

In[1] := << Graphics‘Graphics‘;
In[2] := definitnost([alfa_, beta_, n_] := Module[{ind = psd = nsd = 0},
Do[al = Table[Random[Real, {alfa, betal}], {i, 2}, {j, 2}1;
a = al + Transposel[all;
svvr = Eigenvalues/[a];
11 = svvr[[1]]; 12 = svvr[[2]];
If[11 >= 0 && 12 >= 0, psd = psd + 1,
If[11 <= 0 && 12 <= 0, nsd = nsd + 1, ind = ind + 111, {k, n}];
x = {PSD, IND, NSD};
freq = {psd, ind, nsd};
bar = BarChart[Transpose[{freq, x}], PlotRange -> {0, n}, DisplayFunction -> Identity]]

In[3]:= sl1 = definitnost[-10, 0, 5000]
s12 = definitnost[-10, 10, 5000];
s13 = definitnost[0, 10, 5000];
Show [GraphicsArray[{sl1l, sl12, sl13}]];

i) ii) iii)

5000 5000 5000
4000 4000 4000
3000 3000 3000
2000 2000 2000
1000 1000 1000
PSD | ND NSD PSD | ND NSD PSD | ND NSD

Zadatak 3 (Domaca zadaéa) Poopéite program iz prethodnog zadatka na kvadratnu simetriénu matricu

proizvoljnih dimenzija.
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