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Poglavlje 1

Razvoj matematicke analize

1.1 Prethodnici infinitezimalnog racuna

Poceci infinitezimalnog racuna mogu se naci u antickoj Grckoj: Zenon iz Eleje
je svojim paradoksima u 5. st. pr. Kr. prvi razmatrao pitanja beskonac¢no
malih veli¢ina, a FEudoksova metoda ekshaustije (4. st. pr. Kr.) bila je
rani, vrlo precizan oblik integralnog racuna. Koriste¢i metodu ekshaustije,
Arhimed je oko 225. g. pr. Kr. izra¢unao povrsinu segmenta parabole upisu-
juéi u nju trokute (¢ije povrsine je zbrajao i tako ujedno dobio prvi primjer
konvergentnog reda) te povrsinu kruga upisujuéi mu pravilne poligone. Tom
je metodom izracunao i niz drugih povrsina i volumena.

Do 17. stolje¢a u ovom podrucju nije ostvaren napredak. U to doba prob-
lemi iz mehanike potaknuli su matematicare na rjeSavanje problema poput
odredivanja teziSta tijela. Po¢etkom 17. stolje¢a Luca Valerio (1552. - 1618.)
grékim metodama racunao je povrsine segmenata parabole, a Johannes Ke-
pler (1571. - 1630.) je za potrebe izra¢unavanja povrine segmenta elipse
razvio vlastitu grubu metodu integriranja u kojoj povrsinu zamislja kao zbroj
duzina. Njegova je metoda bitno nepreciznija od grckih. Do godine 1615.
Kepler je svojom metodom izracunao volumene i oplo§ja niza razli¢itih rota-
cionih tijela.

Prvi stvarno novi doprinos integriranju dao je isusovac Bonaventura
Francesco Cavalieri (1598. -1647.) koji je na temelju Keplerove metode
integriranja dosao do svoje metode nedjeljivih (indivisibilibus) veli¢ina, ob-
javljene u djelu Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione
promota (1635.). Ni njegova metoda nije sasvim precizno izvedena i kas-
nije ju je kritizirao Huygens, tvrdeéi da bi metoda trebala biti takva da bar
uvjerava da se dokaz dade rigorozno izvesti (Huygens je bitno utjecao na Leib-
niza). Cavalierijeva ideja bila je da se duzina sastoji od beskona¢no mnogo
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Slika 1.1: Bonaventura Francesco Cavalieri, 17. st.

to¢aka (svaka bez duljine), a geometrijski lik od beskona¢no mnogo duzina
(svaka bez Sirine i povrgine). Primjerice, ako treba naéi povrsinu pravokutnog
trokuta, neka mu se jedna kateta sastoji od n tocaka (indivisibiles), a druga
od njih na. Tada je svakoj od tocaka na prvoj kateti vertikalno odgovara po
jedna tocka hipotenuze i te visine (,ordinate”) su redom a, 2a, ..., na. Stoga
cijela povrSina sadrzi a+2a+...+na = aw tocaka. Kako je n jako velik,
mozemo zanemariti 1 u brojniku te je povrsina % tj. pola produkta duljina
kateta. Tako je zakljucak tocan, ocigledna je neegzaktnost pristupa. Tom je
metodom Cavalieri izracunao povrsinu ispod krivulja y = 2™ od x = 0 do
xr =1 (tj. odredeni integral® fol z™ dx) za vise razli¢itih n € N i dobio to¢an
rezultat da ta povrSina iznosi n+r1

Sli¢nim se problemima rigoroznije bavio Gilles Personne de Roberval
(1602. -1675.) koji je povrsinu promatrao kao zbroj povrsina beskonacno
mnogo tankih pravokutnika, Sto je primijenio na povrSinu ispod krivulje y =
2™ od 0 do 11 dobio ORHHHI:L'{H’“*UH. Utvrdio je da se ta vrijednost za jako
velike k pribliZava prema n+r1 i tako preciznijom metodom dobio isti rezultat
kao Cavalieri.

Pierre de Fermat (1601. - 1665.) jedan je od najvaznijih neposrednih
prethodnika uspostave infinitezimalnog racuna. De Fermat je generalizirao
parabolu ¥ = (%)2 na (%)m = (%)n te hiperbolu £ = % na (%)m = (%)n i
ra¢unao odgovarajuée povrsine. Generalizirao je Cavalierijeve metode racu-
nanja povrsine ispod krivulja y = 2" nan € Z,n # —1 (zan = —1 u
to je doba opcenito poznato da povrsina ispod krivulje odgovara prirodnom
logaritmu). S druge strane, de Fermat se bavio i problemima minimuma i
maksimuma te odredivanja tangente na krivulju te je zbog svojih otkric¢a
dosao u sukob s Descartesom, koji je takoder razvio jednu metodu odredi-
vanja normala i tangenti. De Fermatova metoda odredivanja tangente se u

biti svodi na danasnju, samo bez deriviranja. Zbog tih je rezultata Lagrange

'Naziv odredeni integral potjee od Laplacea, a naziv neodredeni integral od S.-F.
Lacroixa (1765. - 1843.).
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smatrao de Fermata ocem diferencijalnog racuna. De Fermatova metoda
odredivanja maksimuma svodi se na zamjenu varijable x s malo ve¢om x + E
te izjednacavanjem polazne i nove ovisnosti, te kra¢enjem ¢lanova s E. Opisat
¢emo tu metodu na primjeru: na duzini duljine a trazimo tocku takvu da je
umnozak njenih udaljenosti do oba kraja duzine maksimalan. Oznacimo li s
x udaljenost trazene tocke do jednog kraja, udaljenost do drugog je a — x.
Funkcija ¢iji maksimum se trazi odredena je formulom f(x) = z(a — x) (s
domenom [0, a]). De Fermatova metoda je kako slijedi:

v(a—1x) = (x + E)(a = (z + E)),

ar —1* =ax — 2°> — Fx + Ea — Ex — E?,
E? 4+ 2FEx = aF,

iz Cega dijeljenjem s F (malen, ali nije nula) dobijemo
E+ 2z =a.

Kako je F' ~ 0, de Fermat zakljuCuje da je rjeSenje problema z = 5 tj. da
je trazena tocka poloviste duzine. Primijetimo da se ovdje radi o eksplic-
itnom odredivanju stacionarne tocke funkcije tj. o trazenju x takvog da je
E) —
g%f@+ ) — flz)
matematicari su bili upoznati s njima jer je bio jedan od mnogih koji su ko-

municirali s opatom Marinom Mersenneom. Mersenne je kao i de Fermat
poznatiji po svojim zaslugama za razvoj teorije brojeva te ¢e u odgovara-
jucem poglavlju biti viSe rije¢i o njima.

U prvoj polovini 17. stolje¢a niz matematicara je razvilo vlastite metode
odredivanja tangente (de Beaune, Hudde idr.). Pascal se pak bavio odredi-
vanjem povrsina vezanih za cikloidu? i pri tom de facto koristio pravilo parci-
jalne integracije. Evangelista Torricelli (1608. -1647.) je odredio povrsinu
ispod cikloide i polozaj tezista te povrsine. Pomoc¢u svoje varijante infinite-
zimalnih metoda rijesio je i problem kojeg je postavio de Fermat (poznat kao
Sfermatov problem”): trebalo je naéi to¢ku u trokutu ¢iji zbroj udaljenosti
do vrhova je minimalan. Ta se tocka danas zove Fermatova ili Torricellijeva
tocka trokuta. Torricelli je dokazao i da rotacija dijela hiperbole y = 1/x
od x = 0 do neke tocke x = a oko y-osi odreduje tizjlelo kona¢nog volumena.

= 0. De Fermat svoje radove nije objavljivao, no mnogi

Drugim rijecima: pokazao je da nepravi integral / — dx konvergira. Bavio
0 T
se 1 problemima kretanja promjenjivom brzinom i vezom brzine i puta, kao i

2(Cikloida je kirvulja odredena kao putanja tocke na rubu kruznog kotaca koji se kotrlja
po pravcu.
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Slika 1.3: Barrowov diferencijalni trokut.

Isaac Barrow (1630. - 1667.). Obojica su uocili da se brzina moze odrediti
iz puta i obrnuto. Tako se pocela razvijati svijest o medusobnoj inverznosti
deriviranja i integriranja. Barrow je dao i metodu za odredivanje tangente
na krivulju u kojoj tangentu promatra kao grani¢nu vrijednost sekanti ko-
jima se krajevi medusobno priblizavaju; ta je metoda poznata kao Barrowov
diferencijalni trokut (vidi sliku 1.3).

John Wallis (1616. - 1703.) je bio najutjecajniji engleski matematic¢ar
prije Newtona, profesor geometrije na Oxfordu, a bavio se kriptografijom
(za vrijeme gradanskog rata deSifriravao je rojalisticke poruke) i povijeséu
matematike. Iz grupe znanstvenika s kojima se redovno sastajao ubrzo je
nastalo drustvo Royal Society, a sudjelovao je i u razvitku metode za po-
ducavanje gluhonijemih osoba. Osim matematikom bavio se i teologijom,
filozofijom, engleskom gramatikom i logikom. Proucavao je Cavalierijeve,
Keplerove, Robervalove, Torricellijeve i Descartesove metode te na osnovu
njih razvio preciznije metode koje su neposredni prethodnici modernog inte-
gralnog racuna. U svom glavnom matematickom djelu Arithmetica infinito-
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Slika 1.4: John Wallis, 17. st.

1
rum (1656.) izrac¢unao je / (1 — 2*)"dz za n € N na temelju Cavalierijeve
0

metode. PokuSavajuéi tu povrsinu izracunati za n = % razvio je jednu metodu
interpolacije (taj pojam je upravo on prvi koristio), koju ¢e kasnije Newton
iskoristiti za svoj op¢i binomni teorem. U spomenutom se djelu bez dokaza
nalazi i formula

2 24466 8 8 72242 ﬁ
1 3355 7 79 7 32.5 2@+1

Wallis je uveo znak oo u djelu De sectionibus conicis (1655.).

Tako je do Sezdesetih godina 17. stolje¢a stvoren niz radova o problemu
tangenti, mjerenju duljine krivulja, izracunavanja povrsina i volumena koji
stvaraju ,kriticnu masa” iz koje ¢e Newton i von Leibniz stvoriti infinitezi-
malni rac¢un, tj. analizu beskona¢no malih veli¢ina.

1.2 Leibniz 1 Newton

Neovisno jedan o drugom, krajem 17. stolje¢a moderni infinitezimalni rac¢un,
tj. deriviranje, integriranje i njihovu medusobnu inverznost, otkrili su Isaac
Newton i Gottfried Wilhelm Leibniz. lako ekvivalentni, njihovi su rezul-
tati i notacijski i pojmovno razli¢iti. Zasluga obojice je da su dotad odvo-
jeno razmatrane probleme deriviranja (odredivanja tangente) i integriranja
(odredivanja povrsine) povezali i uo¢ili njihovu medusobnu inverznost, koja
se izrazava osnovnim teoremom infinitezimalnog rac¢una (Newton-Leibniz-
ovom formulom). Dodatna zasluga te dvojice velikih znanstvenika je §to su
za obje operacije razvili odgovarajuce algoritamske tehnike.

Isaac Newton (1642. - 1727.) je godine 1671. napisao tekst De Methodis
Serierum et Fluzionum o fluksijama. lako je objavljeno vise od 60 god-
ina kasnije, to je djelo imalo velik utjecaj na niz matematicara koji su ga
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Slika 1.5: Sir Isaac Newton i Gottfried Wilhelm Leibniz, 17./18. st.

imali prilike vidjeti. U osnovi, radi se o odredivanju brzine iz puta i obrnuto,
a najveca je Newtonova zasluga da je uoc¢io medusobnu inverznost te dvije
operacije. Newton zamislja Cesticu koja se giba po krivulji u pravokutnom
koordinatnom sustavu, a njene brzine (horizontalnu i vetikalnu ¢) zove fluk-
sijama tekuc¢ih veli¢ina (fluensa) z i y, pridruzenim fluksu (toku) vremena.
Ukoliko je putanja opisana krivuljom f(z,y) = 0, onda je ¥ koeficijent smjera
tangente na tu putanju. Za odredivanje brzine tj. tangente koristi Barrowovu
ideju o tangenti kao limesu sekanti. Inverzni problem se sastoji u odredivanju
ordinate y iz poznavanja veze izmedu apscise x i omjera vertikalne i horizon-

talne brzine y Taj je problem Newton takoder rijesio (koriste¢i razvoje
s

funkcija u redove potencija) i tako uz deriviranje otkrio i antideriviranje tj.
neodredeni integral i njihovu medusobnu inverznost (osnovni teorem in-
ifnitezimalnog ra¢una). Uocio je i da se antideriviranjem mogu odrediti
povrsine te da su problemi povrSine, volumena i duljine luka istovrsni. Vezu
izmedu fluksija i kvadrature pokazao je u prilogu svog djela o optici iz 1704.
Kako su izdavac¢i Barrowovih djela bankrotirali, u to doba tesko se ob-
javljuju matematicki rezultati te je Newton imao dosta problema s njihovim
objavljivanjem i vec¢ina djela su objavljena puno kasnije nego su napisana.
Prvi objavljeni rad o fluksijama, Method of fluxions and infinite series, napisao
je 1671., a objavljen je 1736. na engleskom i puno kasnije na latinskom. Svoje
oznake je dosta mijenjao, ali najcesée su = za %, 2’ za antiderivaciju od =z,
oza dt i do za dz (takve oznake koristi primjerice u tekstovima iz 1692.).
Newtonovo objasnjenje opéeg postupka za nalazenje odnosa izmedu povr-
Sine ispod krivulje i njene ordinate (dakle, veze izmedu integrala i derivacije)

opisat ¢emo na primjeru. Recimo da se radi o krivulji u x — y-ravnini i neka
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Slika 1.6: Racunanje derivacije Newtonovom metodom.

je sa z oznacena povrsina ispod krivulje (koja je cijela iznad x osi i prolazi
kroz ishodiste) u nekim granicama od z = 0 do z. Primjerice, neka je je
z* = 52°. Pomaknemo li desnu granicu za mali iznos o, povrsina se povecala
i postoji pravokutnik s bazom o = |Bb| i visinom v = |bd| ¢ija povrSina je
jednaka poveéanju povrsine (vidi sliku 1.7). Tada je (z + ov)? = 5(z + 0)®
iz tega slijedi 2zov 4 ov? = §(32? + 3zo + 0%). Ako je o ,beskona¢no mali”,
onda je v &~ y pa je 2zy ~ 32? odnosno y ~ z (tj. z = [z'/2dz). Iz
postupka je vidljivo da se radi o racunanju derivacije z po varijabli x, a
vidi se i inverznost integriranja i deriviranja. Ovakvim je nac¢inom Newton
analizirao niz krivulja i tako dobio prvu tablicu integrala.

Kao $to smo vidjeli, klju¢ni korak u Newtonovom pristupu deriviranju
i integriranju je dodavanje malog prirasta o varijabli x i pripadnog malog
prirasta ov povrSini z, a zatim poniStavanje prirasta o te prijelaz s v na
y. Ocigledna je i srodnost s de Fermatovim pristupom. Newton je ovu
metodu koristio i u diskusijama ekstrema, tangenti i zakrivljenosti krivulja.
U kasnijim radovima reformulirao je svoje argumente u terminima fluenta i
fluksija.

Omjere fluksija (koeficijent smjera tangente na krivulju), Newton nalazi
na slican nacin. Takjo primjerice za krivulju

23— ar® +avy —y* =0

promjena x u x +ox 1y u y+ oy daje
(2% — ax® + azy — y*)+

+o0(32%i+3w0i° +0* 1 —2art —2a0i* +ary+ayi+aoiy—3y*y—3yoy* —o*y’) = 0.
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Uzevsi u obzir jednadzbu krivulje slijedi
0(32°3 —2axi+ayr+aiy—3y*y+3roi+0°i® —2a0i* +aoiy—3yoy® —o*y?) = 0,
iz Cega dijeljenjem s o # 0 dobivamo
322t —2axi+ayr+aiy —3y*y+3roi® +0* 1’ —2a0i* +aoiy —3yoy? — oy = 0.
Zanemarujuéi ¢lanove s o jer su vrlo mali dobivamo

3ix? — 2aix + ayx + ady — 3yy? =0

te je

y  3a® —2ax + ay
& 3yP—ar

Vec¢ su Newtonovi suvremenici primijetili nedostatke ovog pristupa: do-
daju se prirasti koji su skoro nula, ali nisu nula, i tokom istog racuna nekad
se tretiraju kao brojevi koji nisu nula (kad s njima dijelimo), a nekad kao
nula (kad neke ¢lanove s njima zanemarujemo). Jedan od najpoznatijih kri-
ticara infinitezimalnih veli¢ina kako ih je prestavio Newton bio je biskup
George Berkeley, koji je postavio niz pitanja vezanih za logicku oprav-
danost Newtonovog pristupa. Temeljem takvih pitanja nastavak razvoja
teorije derivacija i integrala bit ¢e usmjeren na opravdanje rezultata koji
ocigledno funkcioniraju. To ¢e biti postignuto tek pocetkom 19. stoljec¢a, kad
su egzaktno definirani limesi.

[saac Newton roden je nakon smrti oca, a kad je imao tri godine, majka
mu se ponovno udala (za pastora Barnabusa Smitha) te sina ostavila na brizi
kod svoje majke. Newton nije volio poo¢ima i u jednom zapisu svojih grijeha
prije devetneste godine Zivota navodi da je prijetio tati i mami Smith da ce
zapaliti njih © kuéu u kojoj su. Nakon §to je drugi put ostala udovicom 1659.,
njegova majka zeli da Newton postane farmer. Newton je mrzio takav posao,
a ucitelj skole koju je dotad pohadao uvjerio je njegovu majku da mu dopusti
zavrSetak skolovanja. Newton je studirao na Trinity College u Cambridgeu i
malo se zna o njegovom studiju osim da se temeljito upoznao s raznim filo-
zofskim djelima. Tokom studija otkrio je interes za matematiku. Diplomirao
je 1665., a godinu kasnije Trinity College je zatvoren zbog epidemije kuge.
U dvije godine koje se zbog toga morao povuéi u Woolsthorpe razradio je
svoje revolucionarne nove teorije o infinitezimalnom rac¢unu, optici i zakonu
gravitacije. Kasnije se vratio u Cambridge, postao profesorom matematike
na Trinity College, nastavio se baviti fizikom i matematikom. .. Godine 1672.,
nakon Sto im je donirao teleskop, postaje ¢lanom Royal Society. U to doba,
nakon objave rada o svjetlosti i bojama, ulazi u sukob s Robertom Hookeom.
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Nakon jos nekih sukoba oko znanstvenih rezultata, Newton je dozivio slom
zivaca 1678. Godinu dana kasnije umrla mu je majka i nakon toga je Newton
postajao sve povuceniji. Godine 1687. objavio je svoje najznacajnije djelo
Philosophiae naturalis principia mathematica, poznato jednostavno kao Prin-
cipia, u kojem detaljno opisuje svoje nove fizikalne teorije s njihovim primje-
nama na astronomiju. U tom djelu objavljen je znameniti Newtonom zakon
univerzalne gravitacije (svaka dva objekta privlace se medusobno silom pro-
porcionalnom produktu njihovih masa i obrnuto proporcionalnom kvadratu
razmaka medu njima). Nakon §to je 1685. kao kralj Velike Britanije izabran
James II, koji je bio katolik, doslo je do mnogih politicko-vjerskih sukoba.
Medu inim, kralj je na sve slobodne ugledne pozicije, uklju¢ujuci sveucilisne,
postavljao katolike. Newton je kao uvjereni protestant stao na suprotnu
stranu i uSao u politiku, buneéi se protiv takvog popunjavanja slobodnih
mjesta na sveucilistu u Cambridgeu. Izabran je kao predstavnik sveucilista
u Cambridgeu u parlamentu. Nakon drugog sloma zivaca 1693. Newton se
povukao iz znanosti. Postoje mnoge teorije o uzroku tog sloma, no gotovo je
sigurno da je Newton bolovao od depresije. Ostatak Zivota se viSe bavio poli-
tikom te je postigao viSe visokih politickih pozicija i postao vrlo bogat. Od
1703. do smrti bio je predsjednik Royal Society. Vitezom (sir Isaac Newton)
postao je 1705. i tako je postao prvi znanstvenik s tom titulom. Zadnji pe-
riod Newtonovog Zivota obiljezen je najpoznatijim matematickim sukobom:
sukobom Newtona i Leibniza oko prvenstva u otkri¢u infinitezimalnog ra¢una.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. - 1716.) poznat je osobito kao filo-
zof. Ve¢ s 14 godina upisao je studij (mlad, ali ne posebno mlad za ono
doba). Studij je ukljuc¢ivao filozofiju, retoriku, matematiku, latinski, greki
i hebrejski. Nakon diplome, odlucio se za dalji studij prava. Habilitacijom
se kvalificirao za profesora filozofije. Bavio se i alkemijom, iako najvjerojat-
nije samo teorijski. Mnogo je putovao, a na jednom putovanju upoznao je
baruna von Boineburga koji je postao njegov patron te Leibniz prelazi u nje-
govu sluzbu. U to doba bavi se svojom zamisli o ,univerzalnoj enciklopediji”,
a kasnije i politikom. Prilikom putovanja u Pariz 1672. upoznao se s Christi-
aanom Huygensom te je pod njegovim vodstvom bitno napredovao u znanju
matematike. Po povratku iz Pariza ve¢ je imao prve rezultate o infinitezi-
malnom racunu. Godinu kasnije posjetio je i London i postao ¢lanom Royal
Society; moguce je da je tom prilikom vidio Newtonove rukopise. Osim po
infinitezimalnom rac¢unu, u matematici je poznat i po jednom mehani¢kom
kalkulatoru, osnovama binarne aritmetike te zacecima ideja o determinan-
tama.

Za razliku od Newtonovih rezultata pisanih, za danasnje shvacanje, vrlo

.....

kom zapisu. Leibniz je zbog svoje Zelje da stvori univerzalni simbolicki jezik
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Slika 1.7: Karakteristi¢ni trokut.

puno paznje posvec¢ivao notaciji. Njemu zahvaljujemo i za izraze ,diferenci-
jalni i integralni racun” i za oznake % i [ydz. Uz zelju da dobije formalne
metode za infinitezimalni rac¢un, motivaciju za svoje rezultate nasao je i u
razmatranju nizova diferencija i Pascalova® karakteristi¢nog trokuta. Karak-
teristi¢ni trokut je trokut kojeg u nekoj toc¢ki T' krivulje zatvaraju tangenta
te horizontala povucena u 7' i vertikala povucena u nekoj tocki krivulje koja
je bliska toc¢ki T'. On je slican trokutu kojeg za danu tocku T odreduju njena
ordinata, odsjecak normale izmedu 7" i osi apscisa te dobiveni odsjecak na
osi apscisa. Taj je trokut Leibniz iskoristio za nalaZzenje raznih relacija medu
povrSinama tj. raznih formula za integriranje.

Huygens je 1672. Leibnizu postavio zadatak beskona¢ne sumacije re-
cipro¢nih vrijednosti trokutnih brojeva?:

1 1 1

1
b ot b —t — ... =?
R RATRETR

Leibniz je uocio da se ¢lanovi reda mogu zapisati u obliku

2 2 2

nn+1) n n+l

3Vise autora, ne samo Pascal, uoéilo je karakteristi¢ni trokut, no Leibniz ga je upoznao
preko jednog Pascalova djela.

“Trokutni brojevi su prirodni brojevi oblika 1+ 2+ ...+ n = 2t

2
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pa sumacija poprima oblik

1+1+1+1+1+ + 2 +...=2 2+2 2+ +2
36 10 15 7 am+1) T 22 3 7 n n+1l

+...

te je svaki kona¢ni pocetni dio te sume (parcijalna suma) jednak

2
n+1

Iz toga Leibniz zakljuc¢uje da je suma reda jednaka 2. S obzirom na to da je
kljucéna ideja bila zapisati ¢lan reda kao diferenciju dva susjedna ¢lana nekog
niza, Leibniz se poc¢eo baviti sumama nizova i njihovih diferencija tj. ako je
dan niz (a,)nen, te ako je pripadni niz diferencija definiran s d,, = a,11 — ay,

onda je
n
E dz = a1 — apy1-
i=1

Tako je Leibniz uoc¢io medusobnu inverznost formiranja niza diferencija i niza
suma.

Promatrajuci problem odredivanja povrsine ispod krivulje uocio je dalje
da vrijedi: ako na krivulji odredimo tocke s jednako udaljenim apscisam
(razmak apscisa neka je 1), one definiraju niz ordinata yi, 4, ..., ¥y, i suma
tih ordinata aproksimira povrsinu ispod krivulje, a diferencija dviju susjednih
ordinata aproksimira nagib tangente u odgovarajucoj tocki krivulje. Sto je
odabrana jedinica 1 manja, to ¢e te aproksimacije biti to¢nije. U slucaju
beskonacno male jedinice aproksimacija ¢e postati egzaktna te su odredivanje
povrsine i odredivanje nagiba tangente medusobno inverzne operacije.

U rukopisima iz 1675. Leibniz koristi Cavalierijev simbol omn. (omnes
lineae) za povrsinu tj. integral. Tako primjerice s omn.w oznacava sumu svih
w (integral), a omn.ommn.w je suma sumé w-ova (dvostruki integral). No,
iste godine je uveo znak® f kojeg i danas koristimo, koji se nakon diskusija
s Johannom Bernoullijem definitivno ustaljuje u njegovim djelima od 1691.
(Johann Bernoulli se zalagao za simbol I i naziv calculus integralis, a Leibniz
za [ 1 calculus summatoris; dogovorili su se kompromisno za Leibnizov simbol
i Bernoullijev naziv). Tako primjerice pise

[a=afi=[ [t

Ocigledno se radi o formuli parcijalne integracije. Leibniz uocava i ho-
mogenost dimenzija: [ (ako su [ duzine) daje povrSinu, a [ @l volumen.

5Simbol ff za odredene integrale uveo je Jean Baptiste Joseph Fourier u 19. stoljecu.
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a

e

1 1 1 1 1 1 1 1 1

Slika 1.8: Leibnizova ideja inverznosti deriviranja i integriranja: k =~ y;11—y;,

Tako gornja formula jedan volumen prikazuje kao razliku dva volumena. Tako
primje¢uje i dimenzijsku homogenost u formulama [z = 2?/21 [ 2% = 23/3.

Leibniz uvodi i simbol d za diferenciranje. Uvodenje posebnog simbola ar-
gumentira inverzno$éu integriranja (sumiranja) i deriviranja (diferenciranja).
Kako mu je cilj izgraditi racun za sumacije, a taj problem je kompliciraniji,
nada se uvodenjem racuna za diferenciranje ste¢i uvid u ra¢un suma. Kao
Sto [ povecava dimenziju, d ju smanjuje. U prvoj varijanti pise 1/d za d
(upravo jer diferencija povrsine treba biti duzina smisleno bi bilo pisati %),
no ubrzo prelazi na jednostavniji zapis s d (u spomenutom primjeru: na
d(ya)). Od tada interpretira [ i d kao simbole bez dimenzije. Dosta vre-
mena je koristio zapise poput [ z, no naposlijetku je uocio da je zapis [z dzx
konzistentniji te tako Leibnizu dugujemo dana$nji nacin zapisa integrala i
mnoge osnovhe formule integriranja.

U ostalom njegove su ideje u mnogo¢emu slicne Newtonovim. Tako
umjesto Newtonovog malog prirasta o i ov koristi infinitezimalne priraste
dr i dy. Kod Leibniza stoga nagib tangente nije omjer brzina nego om-
jer infinitezimalnih prirasta %. Primjerice, za funkciju y = 2 imamo
y+ dy = (v + dr)? = 22 + 2zdzx + (dy)? tj. dy = (22 + dx)dz te je
nagib tangente na tu parabolu % = 22 + dx odnosno uz zanemarivanje dx

jer je beskona¢no malen imamo nagib tangente 2z.
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Obzirom na znacaj koji je Leibniz pridavao simbolici i prikladnim termin-
ima nije zacudujuée da mu uz znakove [ i d zahvaljujemo i za neke druge
danas koristene oznake i nazive. Tako je upravo Leibniz uveo pojam transcen-
dentnih brojeva, a za mnozenje koristi toc¢ku i za dijeljenje dvotocku. Obje
oznake pojavljivale su se i ranije, no nisu bili koriSteni u smislu aritmetickih
operacija.

Za kraj ovog poglavlja naravno treba reé¢i nesto o sukobu Newtona i
Leibniza oko prvenstva u otkri¢u infinitezimalnog rac¢una. Kako je vidljivo
iz prethodnog, Newtonovi rezultati su neSto stariji, no nisu objavljivani
dosta vremene. Leibnizovi rezultati sezu u doba postojanja neobjavljenih
Newtonovih rezultata o infinitezimalnom rac¢unu. Leibnizovi prvi objavljeni
rezultati su iz godine 1684., Newton je svoje prvi put objavio 1687. Moguce
je da je odgovarajué¢e Newtonove rukopise Leibniz vidio prilikom svog posjeta
Londonu, no prili¢no je izvjesno da ih tad jo$ nije bio u stanju u potpunosti
razumjeti. Uz to, iako ekvivalentan, Leibnizov koncept je i notacijski i kon-
ceptualno dosta drugaciji od Newtonovog: Leibniz problemima pristupa vise
geometrijski, dok je Newtonov pristup vise fizikalan. Stoga je opravdano
obojicu smatrati podjednako zasluznim. Newton je jo§ 1676. pisao Leibnizu,
no pismo je dugo putovalo. U tom pismu Newton je naveo mnoge svoje rezul-
tate, no bez opisa metode. Iako je Leibniz odgovorio odmah po primitku,
Newton je pomislio kako je Leibniz namjerno otezao s odgovorom. S druge
strane, Leibnizu je pismo zasigurno ukazalo na potrebu da ¢im prije objavi
svoje rezultate. Newton je jo$ jednom pisao Leibnizu iste godine, no ovo
pismo je jo§ dulje putovalo (preko pola godine). To je pismo sroceno pristo-
jno, no s oc¢iglednim uvjerenjem da je Leibniz ukrao Newtonove metode. U
svom odgovoru Leibniz je opisao neke detalje svojih metoda, na sto je Newton
odgovorio da Leibniz nije rijeSio nijedan od ranije nerijesenih problema. To
je dodusSe tocno, no Leibnizov formalni pristup kasnije se pokazao temeljem
dvorski savjetnik vojvode od Hannovera i, do na Cesta putovanja, ostatak ziv-
ota je proveo u Hannoveru. Leibniz se tada bavio i nizom tehnickih projekata,
dinamikom i geologijom te je postavio hipotezu da je Zemlja u pocetku bila
u rastaljenom stanju. U ovom razdoblju Leibniz je razvio i temelje bina-
rne aritmetike te temelje teorije determinanti. Naravno, nastavio se baviti i
filozofijom te je objavio viSe filozofskih djela. Komunicirao je s vise od 600
znanstvenika u Europi. Godina 1684. i 1686. objavio je radove u kojima de-
taljno opisuje svoj diferencijalni i integralni ra¢un. Newton je pak godinu
kasnije objavio svoju Principia, no metoda fluksija (zapisana 1671.) zbog
problema s objavljivanjem objavljena je tek 1736. Godine 1711. Leibniz je
procitao ¢lanak Johna Keilla u Transactions of the Royal Society of London u
kojem ga Keill optuzuje za plagijat. Leibniz je zatrazio povlacenje i naveo da
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za racun fluksija nije znao dok nije proc¢itao Wallisova djela, no Keill uzvraca
spominjanjem Newtonovih dvaju pisama te navodi da je iz njih Leibniz mogao
iscitati Newtonove rezultate. Leibniz se na to pismom obratio drustvu Royal
Society s molbom da isprave nepravdu koju su mu nanijele Keillove tvrdnje.
Kao odgovor na to pismo, drustvo Royal Society je postavilo komisiju koja je
trebala utvrditi prvenstvo u otkric¢u infinitezimalnog ra¢una. Pritom Leibniz
nije bio upitan za vlastitu verziju dogadaja, a komisijin izvjestaj (u korist
Newtona, naravno) napisao je sam Newton. Taj je izvjeStaj objavljen 1713,
a Leibniz je saznao za njega iz pisma koje mu je uputio Johann Bernoulli.
Leibniz je na to objavio anonimni pamflet naslova Charta volans u kojem u
svoju korist navodi jednu Newtonovu gresku vezanu za vise derivacije, koju je
uocio Johann Bernoulli. Na taj pamflet odgovorio je ponovno Keill, a Leibniz
je odbio raspravljati s njime, rekavsi da ne moze odgovarati idiotu. Nesto
kasnije pisao mu je Newton, kojem je odgovorio s detaljnim opisom svojih
otkri¢a. Rasprava o prvenstvu nastavljena je i nakon Leibnizove smrti 1716.
S vremenom je viSe-manje prihvac¢ena ideja podjednake zasluge obojice.

1.3 Razvoj teorije redova potencija

Beskonac¢ne sumacije pojavljuju se jos u grékoj antici, primjerice u Zenonovim
paradoksima. Poznato je i da je Oresme u 14. stolje¢u znao da harmonijski
red divergira. U isto doba u Indiji je Madhava imao ideju koju bismo danas
zvali razvojem funkcije u red potencija te je primjerice dobio ono $to danas
zovemo Maclaurinovim redom za arkus tangens (a i za neke druge funkcije).
Ipak, sve do modernog doba beskona¢no sumiranje nije potpuno precizirano.

Njemacki matematicar® Nicolaus Mercator (1620. - 1687.) poznat je
po razvoju In(1 + z) u red. On je (1668.) izra¢unao povrsinu ispod krivulje
y = ﬁ =1—-ax+22—23+... kao

A

In(1 = — — 4+ —— —+ ...
n(l+z)==x 2+3 4+

i tako otkrio prvi razvoj neke funkcije u red potencija. Time je Mercator
postao zacetnik teorije redova. Ovaj red se danas ponekad zove Mercatorov
red. Veriznim razlomcima i izra¢unavanjem logaritama pomocu redova bavio
se irski matemati¢ar William Brouncker (1620. - 1683.), koji je Wallisov

6Nicolausa Mercatora ne valja mije§ati s njegovim prezimenjakom Gerardom Merca-
torom, matematicarem iz 16. stoljeca koji je poznat po rezultatima u kartografiji.



1.3. RAZVOJ TEORIJE REDOVA POTENCIJA 19

Slika 1.9: James Gregory, 17. st.

izraz za m preoblikovao (1655.) u verizni razlomak

o
T 24—

2435

Brouncker je jedan od prvih koji su se bavili pitanjem konvergencije reda,
iako jo§ ne u danas$njem smislu. Bio je osnivac i prvi predsjednik Royal
Society.

Skotski matematicar James Gregory (1638. -1675.) razlikuje konver-
gentne i divergentne redove i takoder spada u neposredne prethodnike teorije
redova potencija i infinitezimalnog ra¢una. Wallisovom metodom dobiva Gre-
goryjev red

tgdr  tgbw

=tgr — —— 4+ — ...
x gx 3 + 5

tj. arctgx = Z(—l)"%, dakle Maclaurinov red za arkus tangens. Za

xr = 7 dobiva § = 1—%4—%—%—1—. ... Gregory prvi koristi konvergentne redove
za racunanje povrSine kruga i hiperbole, a dobio je i niz drugih zanimljivih
rezultata pokuSavajuci pokazati transcendentnost brojeva e i m. Najkasnije
1668. znao je razvoje za sinus, kosinus i tangens u red potencija, a oko 1670. i
binomni red (koji je kasnije dobio i Newton). Gregory je tako viSe od Cetrde-
set godina prije Taylora otkrio Taylorove redove, a dao je i jedan od prvih
kriterija konvergencije reda i definiciju integrala gotovo tako opcenitu kao
Riemannovu. No, Gregory je bio nedovoljno prihvacen te je umro relativno
nepoznat od mozdanog udara u dobi od 36 godina.

Sir Isaac Newton se redovima bavio veé¢ u svom radu iz 1669. u kojem je
postavio teoriju fluksija. U tom radu on se beskona¢nim redovima potencija
bavi na sli¢an nacin kao i s kona¢nim (tj. polinomima). Newton je, bez
dokaza, dao i binomni teorem za racionalne eksponente, te ga je koristio za
razvoje funkcija u redove potencija, koje je pak koristio za racunanje integrala
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(integriranjem ¢lan po ¢lan). Sjetimo se, binomni red u opéem obliku glasi:

—+00

(1+x)azza(a—1)~..ﬁ!~ (oz—n—l—l)ggn7 ol < 1.

n=0

Pomoc¢u binomnog reda Newton je dobio razvoj u red za sinus i kosinus,
arkus sinus te eksponencijalnu funkciju. Newton, kao i ostali suvremenici,
ne razmatra pitanje konvergencije reda potencija. Do binomnog teorema za
racionalne eksponente doSao je racunajuci povrsinu kruga y = +v/1 — 22 tj.
vezano za Wallisov poku$aj ra¢unanja fol(l — 2%)2dz. Ideja je sljedeca:
krivulja y = (1 — 2?)° ima povr§inu z (pod povr$inom ispod krivulje ovdje
mislimo na onu omedenu vertikalam = = 01 z). Za y = (1 — 2?)* dobije se
povrSina z—x°/3, zay = (1—x?)? povrsina r—2x°/3+x° /5 itd. Promatrajuéi
koeficijente u izrazima za povrsine (za eksponente n = 1,2,3,...) primijetio
je pravilnost: nazivnici su 1; 1,3; 1,3,5; 1,3,5,7; itd. (dakle, nazivnici su uza-
stopni neparni brojevi), a brojnici alterniraju po predznaku i do na predznak
su 1; 1,1; 1,2,1; 1,3,3,1; itd. (dakle, brojnici su brojevi iz Pascalova trokuta’).

Stoga je po analogiji uzeo da za eksponent n = 1/2 povrSina moze zapisati
1 23 1 P 1 a7

kaor — 5 -5 — 5% — % — ... te deriviranjem ¢lan po ¢lan dobiva
(1_$2)1/2_1_x_2_x_4_x_6_
2 8 16

Toc¢nost racuna provjerio je tako da je desnu stranu gornjeg izraza pomnozio
samu sa sobom i dobio 1 — 2. Newton je redove osim za integriranje koristio
i za aproksimativno rjesavanje jednadzbi.

Kako smo vidjeli, Leibniz je upravo preko proucavanja redova doSao do
ideje integriranja. Vidjeli smo kako je izracunao da je suma svih reciproc¢nih
trokutnih brojeva jednaka 2. Redove potencija koristio je za rjeSavanje dife-
rencijalnih jednadzbi. Deriviranjem jednadzbe jedini¢ne kruZznice (cosf)? +
(sinf)? =1 po x = cosd dobio je df = ——- dz = —ﬁ dz te primjenom
Newtonova binomnog teorema za eksponent —1/2 i integriranjem ¢lan po
¢lan dobio razvoj arkus sinusa:

o x> 32°  5a’
arcsinr = x + 5 + 0 + 112—1—....
Taj rezultat dobio je i Newton. Zatim je koristio metodu koju su nezavisno
jedan od drugog obojica razvili, a to je kako znajuéi razvoj u red potencija
za neku funkciju dobiti red potencija njene inverzne funkcije. Tako je dobio
red za sinus, a njegovim deriviranjem i razvo] kosinusa u red potencija (za

70 Pascalovom trokutu bit ¢e vige rije¢i u poglavlju o vierojatnosti.
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(b)

Slika 1.10: Brook Taylor i Colin Maclaurin, 18. st.

vie detalja vidi [13]). Leibnizu dugujemo i Leibnizov kriterij konvergencije
alternirajuceg reda (red ) (—1)"a, sa svim a, > 0 konvergira ako niz (a,)
monotono pada i teZi u nulu).

Spomenutim rezultatima Newton i Leibniz su postavili temelje teorije
Taylorovih redova. Oni su dobili ime po engleskom matemati¢aru Brooku
Tayloru (1685. - 1731.). Osim matematickom analizom, Taylor se bavio i
geometrijom i slikarstvom (napisao je dvije knjige o perspektivi) te magne-
tizmom i termometrima. lako su srodne rezultate dobili ranije i Gregory,
Johann Bernoulli, Newton i Leibniz, red oblika

/
fla)+ f'(a)x + @:ﬁ + ...
pridruzen funkciji f (koji je uz odredene uvjete jednak f(a+x)) dobio je ime
po Tayloru, u ¢ijem djelu Methodus in crementorum directa et inversa (1715.)
je objavljen. Vaznost Taylorovog reda uocio je tek Sezdesetak godina kasnije
Lagrange kad je pokuSavao egzaktnije definirati pojam derivacije. Taylor je
takoder bio jedan od prvih matematic¢ara koji su uocili da diferencijalne jed-
nadZbe mogu imati singularna rjeSenja (rjeSenja koja se ne mogu dobiti uvrs-
tavanjem nikojih vrijednosti za konstante u opéem rjesenju). Drugi poznati
matematicar tog doba koji se bavio aproksimacijama funkcija putem redova
bio je skotski matemati¢ar Colin Maclaurin (1698. - 1746.). Tako poznatiji
po Maclaurinovom redu, njegova veca zasluga je Sto je objavio prvi sistem-
atski prikaz Treatise of fluzions (1742.) Newtonovih rezultata kao odgovor na
prigovore poput Berkeleyevog. Ne radi se samo o pokusaju rigoroznijeg pris-
tupa infinitezimalnom rac¢unu, veéi i o djelu s mnogo primjena tog rac¢una.
Maclaurinov red je Taylorov red funkcije za razvoj oko nule, no iako se s
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njime bavio, Maclaurin ga nije otkrio. Maclaurinovi redovi se pojavljuju u
Treatise of fluxions i Maclaurin tu navodi i Taylorove doprinose. Maclaurin
je prvi ili bar jedan od prvih matematicara koji su otkrili integralni kriterij
konvergencije reda. Takoder je ¢ini se prvi koji je koristio naziv binomni
teorem.

Euler je prvi uocio, iako nije dao precizan dokaz, da je

Uocio je vaznost pitanja konvergencije reda, iako nije uvijek pazio na to. I on
je razvoje funkcija u redove potencija koristio je za rjesavanje diferencijalnih
jednadzbi. Euler je upravo temeljem razvoja eksponencijalne funkcije u red
potencija uocio njenu vezu sa funkcijama sinus i kosinus, danas poznatu kao
Eulerova formula
e = cos ¢ + isin ¢.
Euler razmatrajuéi eksponencijalnu funkciju a® zakljucuje ovako: akojea > 1
te w ,beskona¢no malen broj ili razlomak tako malen da je skoro nula” (dakle,
w0, w#0), onda je
a“ =1+

za neki beskonac¢no malen 1. Neka je ¢ = kw gdje k ovisi samo o a. Tada je
a” =1+ kw

tj. w = log, (1 + kw). Ako to potenciramo na eksponent ¢ € R te primijenimo
binomni razvoj dobije se

tH(t — 1)(t — 2)

2R3 4
1-2¢- 3t Wit

tk*w? +

¢ £t — 1)
tw: 1 k t:]. —k‘ S
a (1 + kw) +1w+ T o

Uzmemo li sad da je ¢ beskona¢no velik, mozemo smatrati da je % = % =
...=1pauz z = tw imamo
kz  k%2? k323

z_ 14 =
“ AR TR Y

Primijetio je da prirodni logaritam odnosno eksponencijalnu funkciju s bazom
prirodnog logaritma dobivamo kad je £k = 1. Izracunao je vrijednost odgo-
varajuceg a na 23 decimale i oznacio ga danasnjom oznakom e. Dalje Euler
navodi: bududi je

cos? z +sin” z = 1
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(a)

Slika 1.11: Jacob i Johann Bernoulli, 17./18. st.

slijedi da je®
(cosz +isinz)(cosz —isinz) = 1.

Stoga je
(cosy +isiny)(cosz £isinz) = cos(y + z) £ isin(y + z2).
Iz toga slijedi de Moivreova formula
(cosz +isin z)" = cos(nz) + isin(nz).

Razvijemo li njenu lijevu stranu prema binomnom teoremu dobivamo izraze
za cos(nz) i sin(nz). Uzmemo li da je n beskonac¢no velik, onda u izrazu
nz = v € R mora biti z beskona¢no mali pa je cosz = 1, sinz = z. Nakon
toga sli¢nim postupkom kao za eksponencijalnu funkciju dobiva razvoje za
cosv 1 sinw.

1.4 Formalizacija infinitezimalnog racuna

Bra¢a Jacob i Johann Bernoulli (1654. - 1705. odnosno 1667. - 1748.)
neposredni su nastavlja¢i Leibnizovog djela. Oba su komunicirali s Leibni-
zom, osobito Johann koji je zasluzan za naziv integriranja. Oba Bernoullija
su se bavili diferencijalnim jednadzbama i redovima. Po Jacobu je nazvana

8U doba ovog zapisa u Introductio in analysin infinitorum jos je pisao v/—1 za i, no
kako je kasnije upravo Euler uveo oznaku i, pisat ¢emo s tom jednostavnijom oznakom.
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Bernoullijeva diferencijalna jednadzba y' = p(x)y + ¢(z)y", koju je rijesio
1696. Johann je poznat po uvodenju pojma separacije varijabli.

Bra¢a Bernoulli bili su prva od tri generacije obitelji Bernoulli, koja je
dala nekoliko velikih matemati¢ara (uz spomenuta dva brata najpoznatiji je
Daniel Bernoulli, Johannov sin). Oba brata su po Zelji oca, koji nije dopustio
studij matematike, studirala druge predmete: Jacob Bernoulli teologiju i
filozofiju, a Johann medicinu. Oba su tokom studija svoje interese usmjerili
prema matematici. Mladi, Johann, je matematiku naucio uz pomo¢ starijeg
brata Jacoba. Oba su brata postala poznati i uspjeZni matematicari. Jacob
je osobito poznat po rezultatima iz teorije vjerojatnosti, kojoj je upravo on
dao moderni oblik. Johanna je viSe zanimala matematicka analiza, odnosno
posljedice Leibnizovog diferencijalnog i integralnog racuna. Godine 1691.
Johann je rijesio problem koji je postavio Jacob o nalazenju formule krivulje
lancanice, tj. kosinusa hiperbolnog. U to doba dva brata intenzivno suraduju
i dobivaju niz vaznih rezultata, no uskoro ¢e od suradnika postati rivali. Dok
je Jacob imao mjesto na sveucilistu u Baselu, Johann ga nije uspijevao dobiti
te je morao traziti drugo namjestenje. Johann se hvalio svojim rezultatima, a
Jacob ga je grubo napao u tisku i tvrdio kako ga je on svemu naucio. Kako su
oba brata bila vrlo osjetljiva, razdrazljiva i Zeljna priznanja, sukob se ubrzo
pojacao. Bududi da nije mogao dobiti mjesto u Baselu, Johann je odselio u
Nizozemsku (otkud i potjece obitelj Bernoulli).

Godine 1692. Johann je u Parizu susreo Guillaume Francois Antoine Mar-
quis de I'Hopitala (1661. - 1704.) i podudio ga Newton-Leibnizovom infinitez-
imalnom ra¢unu. Na osnovi tih predavanja 1696. de I’Hopital je objavio prvi
udzbenik infinitezimalnog rac¢una, ali bez spomena Johanna Bernoullija (osim
u zahvali u predgovoru). U toj se knjizi nalazi pravilo, danas poznato kao
I’Hopitalovo pravilo, koje olakSava izracunavanje mnogih limesa. To je
pravilo zapravo otkrio Johann i dio je njegovih predavanja I’Hopitalu. Ipak,
I’Hopital nije bio lo§ matematicar koji je samo ,,ukrao” tude rezultate, vec je
u svojoj knjizi ispravio vise Johannovih gresaka.

Oba su se brata Bernoulli i problemima varijacijskog rac¢una, koji pred-
stavljaju pocetak danas vrlo razvijene matematicke discipline funkcionalne
analize. Tipi¢an problem varijacijskog rac¢una je problem brahistohrone,
kojeg je postavio Johann Bernoulli 1696.: Za dane tocke A i B u vertikalnoj
ravnini treba odrediti krivulju po kojoj tocka, kojoj akceleraciju uzrokuje
samo gravitacija, najbrze dolazi od A do B. Tim se problemom ranije bavio
i Galileo i dobio krivo rjesenje da je ta krivulja luk kruznice. Johann je znao
rijeSiti problem, ali ga je 1696. postavio kao izazov drugim matematicarima.
Tako je dobiveno pet rjesenja - uz Johanna, problem su rijesili i Jacob, te
Newton, Leibniz i de I'Hopital. RjeSenje problema brahistohrone je krivulja
cikloida. Kad je Jacob 1697. rijeSio problem brahistohrone, Johann je to
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Slika 1.12: Leonhard Euler, 18. st. (slika sa §vicarske no¢anice od 10 franaka).

pozdravio lijepim rije¢ima, no doslo je do velike svade u kojoj je Jacob izaz-
vao Johanna novim problemom sli¢nog tipa. Johann je rijeSio i taj problem,
a svada je eskalirala te iste godine Johann i Jacob potpuno prekidaju ko-
munikaciju. Johann se u Svicarsku vratio nakon Jacobove smrti i naslijedio
njegovo profesorsko mjesto na sveucilistu u Baselu.

U osamnaestom stolje¢u vise znamenitih matematicara dalo je velike
rezultate u infinitezimalnom rac¢unu. Tu osobito treba istaknuti Eulera,
d’Alemberta i Lagrangea. U to doba se pocinje i kristalizirati pojam funkcije.
Oresme je u 14. stoljec¢u graficki prikazivao promjenjive veli¢ine nanoseci
jednu horizontalno, a drugu vertikalno, no on ne spominje ovisnost jedne
o drugoj. Iz formulacija se vidi i da je koncept funkcije bio donekle jasan
jos Galileu i Descartesu, no pojam funkcije je za