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Sazetak. U ovom zavrsnom radu pokazali smo kako slucajna varijabla zadana bilo
kojom funkcijom distribucije F' moze biti transformirana u slucajnu varijablu zadanu
uniformnom distribucijom na intervalu (0,1). No pokazali smo i da uniformno dis-
tribuirana slucajna varijabla na intervalu (0,1) moze biti transformirana u slu¢ajnu
varijablu sa bilo kojom funkcijom distribucije F'. Upravo ta transformacija iz uni-
formno distribuirane slu¢ajne varijable na intervalu (0, 1) u sluc¢ajnu varijablu sa bilo
kojom funkcijom distribucije F je vazna komponenta procesa simuliranja sluc¢ajnog
uzorka. Inverzna transformacija, metoda odbacivanja, metoda parametrizacije samo su
neke od osnovnih tehnika simuliranja slu¢ajnog uzorka iz neprekidne sluc¢ajne varijable.
Slucajne varijable X1, ..., X, ¢ine slucajni uzorak duljine n iz populacije s funkcijom
distribucije F' ako su Xj,..., X, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable
sa zajednickom funkcijom distribucije F'. Kroz primjere pokazali smo u Mathematica

programu simulacije ve¢inom za uzorke duljine 10000.

Kljuéne rijeci: neprekidne slucajne varijable, simulacija, slu¢ajni uzorak

Abstract. (Simulation of a random sample from a continuous random vari-
able) In this final paper we have indicated how a random variable having any con-
tinuous distribution function F' can be transformed into a random variable having a
uniform probability distribution on the interval (0, 1). But, we have also indicated that
a random variable having a uniform probability distribution on the interval (0,1) can
be transformed into a random variable having any continuous distribution function F'.
This transformation from a random variable having uniform probability distribution
on the interval (0,1) to a random variable having any continuous distribution function
F is important component of a process called simulation of a random sample. The
Inverse Transformation Method, The Rejection Method and The Hazard Rate Method
are some of the main techniques for the simulation of a random sample from a continu-
ous random variable. Random variables X, ..., X, form a random sample of a length
n from population with distribution function F if X;,...,X,, are independent and
equally distributed random variables with the joint distribution function F. Throw the
examples in Mathematica program we have shown simulation mostly for the random
sample of 10000.

Keywords: continuous random variables, random sample, simulation
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1. Uvod

Simulacija je proces oblikovanja modela stvarnog ili zamisljenog sustava, te provodenja
eksperimenta nad njim. Svrha je razumijevanje ponasanja sustava i odredivanje strate-
gija rada. U praksi odgovore na ta pitanja tesko je analiticki odrediti. Eksperiment s
realnim sustavom moze biti skup, a u nekim situacijama nemogué¢. Upravo zbog toga
javlja se potreba za simulacijom. Simulacijom zapravo dolazimo do boljeg saznanja o
stvarnom sustavu.

Osnova simulacija su slucajni uzorci. O slu¢ajnim uzorcima i nac¢inu na koji su gener-
irani slucajni brojevi, preciznije pseudoslucajni, govorit ¢emo u drugom poglavlju.
U teoriji vjerojatnosti uglavnom se promatraju, odnosno u primjenama pojavljuju
diskretne i neprekidne slucajne varijable. U ovom radu ogranicit ¢emo se na neprekidne
slucajne varijable. U tre¢em poglavlju navest ¢emo osnovne neprekidne sluc¢ajne vari-
jable zadane funkcijom gustoce. Dok ¢emo o koristenju slucajnih brojeva za generiranje
neprekidne sluc¢ajne varijable govoriti u cetvrtom poglavlju. Opisat ¢emo neke od os-
novnih metoda za simulaciju slu¢ajnog uzorka iz neprekidne sluc¢ajne varijable i kroz

primjere napraviti programe za simulaciju.
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2. Sluc¢ajan uzorak

Definicija 2.1 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i X slucajna varijabla na § s
funkcijom distribucije F'. KazZemo da X1, ..., X, ¢ine sluc¢ajni uzorak duljine n iz pop-
ulacije s funkcijom distribucije F' ako su Xy, ..., X, nezavisne i jednako distribuirane

slucagne varijable sa zajednickom funkcijom distribucije F.

Ako funkcija F' ima gustocu f, tj. ako je X neprekidna ili diskretna slucajna varijabla
s gustocom f, kazemo da je uzorak uzet iz gustoce f. Realizacija slucajnog uzorka
duljine n odgovara nizu od n nezavisnih mjerenja slu¢ajnog svojstva nekog statistickog

skupa, i to slucajnog svojstva koje se opisuje slucajnom varijablom X.

Ocito ostaje pitanje kako generirati, ili simulirati, slucajan vektor sa zadanom funkci-
jom distribucije. Prvi korak je da generiramo sluc¢ajnu varijablu iz uniformne distribu-
cije na intervalu (0, 1). Pokazat ¢emo kako se to u povijesti radilo. Tablica vrijednosti
uniformne slu¢ajne varijable na (0, 1) poznata je kao tablica slu¢ajnih brojeva i (Slika
1) prikazuje jednu takvu tablicu.

Objasnit ¢emo ukratko upotrebu tablice sluc¢ajnih brojeva. Pretpostavimo da od 3000
zaposlenih u jednom poduzetu za uzorak treba izabrati 60 zaposlenih. Kao okvir
za izbor posluzit ¢e nam isplatne liste u koje su unesena prezimena zaposlenih po
abecedi pod posebnim rednim brojem. Buduéi da je broj jedinica u osnovnom skupu
¢etveroznamenkasti broj, iz tablice slu¢ajnih brojeva treba izabrati 60 ¢etveroznamen-
kastih brojeva izmedu 0001 i 3000. Proizvoljno se odredi sustav izbora brojeva iz tablice
slucajnih brojeva, npr. tako da se uzimaju po Cetiri znamenke u istom retku, pa sljedece
cetiri ispod prethodnih itd., sve do kraja stranice, a zatim se opet nastavi na pocetku
stranice, samo cetiri znamenke dalje, ili tako da se uzimaju po ¢etiri znamenke okomito
u istom stupcu, ili se odabere neki drugi sustav. Gdje ¢emo poceti izbor brojeva, treba
odrediti slucajno. Kad smo tako iz tablice sluc¢ajnih brojeva izabrali 60 brojeva, treba
identificirati elemente izabrane u uzorak. U nasem primjeru u isplatnoj listi, procitat
¢emo prezimena uz one redne brojeve koji su izabrani prema tablici slu¢ajnih brojeva.
Zaposlenici s tim prezimenima i imenima izabrani su u uzorak.

Brojevi iz tablice sluc¢ajnih brojeva sa decimalnom tockom ispred, smatraju se kao vri-
jednosti uniformne slucajne varijable na (0,1). Za primjer uzmimo sluc¢ajno izabran
broj 14379 iz tablice sluc¢ajnih brojeva, tada vrijednost uniformne sluc¢ajne varijable na

(0,1) iznosi 0.14379.
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Slika 1: Tablica slu¢ajnih brojeva
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To nije nac¢in kako ra¢unalo simulira uniformnu sluc¢ajnu varijablu na (0,1). U
praksi se umjesto slucajnih brojeva koriste pseudoslucajni brojevi, koji nisu u pot-
punosti slucajni. Oni se racunaju iz matematickih formula ili se jednostavno uzimaju
sa neke liste ve¢ unaprijed sastavljenih brojeva. Razvoj teorije pseudosluc¢ajnih brojeva
i algoritama za njihovo ostvarivanje je dosegao visoku razinu te su tako dobri da ti bro-
jevi izgledaju isto kao da su slucajni. Pseudoslucajni brojevi imaju karakteristiku da
su predvidljivi, Sto znac¢i da se mogu predvidjeti ako znamo neke parametre tih brojeva,
kao Sto je prvi broj. Svi generatori pseudoslucajnih brojeva se baziraju na rekurzivnim
aritmetickim ili logickim formulama. Prilikom izracunavanja sljedeceg elementa niza
slucajnih brojeva mozemo se koristiti sa samo jednim ili sa viSe ve¢ izracunatih ¢lanova
niza, a operacije nad njima mogu biti matematicke, ili ako se gledaju bitovni zapisi
brojeva, logicke. Svaki takav generator zahtjeva neku pocetnu vrijednost, te jos neko-
liko parametara, koji onda sluze kao koeficijenti ili kao konstante.

Najvise koristen aritmeticki generator je linearni kongruentni generator. Ovaj genera-

tor pseudoslucajnih brojeva se sluzi sljede¢om rekurzijom:
Xit1 = (aX; + ¢)(mod m)
gdje0 < X; <m—1
% je aproksimacija uniformne sluc¢ajne varijable na (0, 1)
Xo je pocetna vrijednost (sjeme)

Dobar izbor parametara (m,a,c, Xo) daje dobra svojstva generiranog niza. Navest
¢emo jedan primjer u kojem ¢emo generirati slu¢ajne brojeve, toc¢nije pseudoslucajne,
koristeci linearni kongruentni generator. Pokazat ¢emo generiranje za razlicite parame-

tre, male i velike.

Primjer 2.1
Tr1 = (14z, 4+ 9)(mod 34)

Ty = 8
Mathematica program?
x[n_]:=x[n]=Mod[a * x[n - 1] + ¢, m];

a = 14;
c =9;

1Svi programi u ovom radu napisani su u Mathematica 5.2
U svakom je potrebno najprije pozvati
<< Graphics‘Graphics*
<< Statistics‘ContinuousDistributions®
<< Statistics‘DataManipulation®
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m = 34;

x[0] = 8;

serija = Table[x[i], {i, 0, 35}]

ListPlot[serija, PlotStyle -> PointSize[0.013]]
ListPlot[serija, PlotJoined -> True, PlotStyle -> Hue[0.7]]

{8,19,3,17,9,33,29,7,5,11,27,13,21, 31, 1,23, 25, 19,
3,17,9,33,29,7,5,11,27,13,21,31, 1,23, 25,19, 3, 17}

50 . 20
-+ +*
+ +
e . . 25
+ +*
2D + - +* ZD
. 5 5
- 15
5 :
o~ . . 10
+ +
i
5 . 3
i
* : +* 1
. e o S 53 S 7 5 10 15 20 25 20 25

Slika 2: Generiranje slucajnih brojeva linearnim konguentnim generatorom

Slucaj kada je m wvelik broj:

x[n_]:=x[n]=Mod[a * x[n-1]+c,m];
a=14;
c=9;
m=3436779217;
x[0]=8;
serija=Table[x[i],{i,0,9999}];
parovi=Partition[serija,2];
ListPlot [parovi,PlotStyle\ [Rule]PointSize[0.005]]
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Slika 3: Generiranje slucajnih brojeva linearnim kongruentnim generatorom kada je m

veliki

Slucaj kada su svi parametri veliki brojevi:

x[n_]:=x[n]=Mod[a * x[n-1]+c,m];

a=145581;

c=987743;

m=3436779217;

x[0]=8;
serija=Table([x[i],{i,0,9999}];

parovi=Partition[serija,2];
ListPlot [parovi,PlotStyle\ [Rule]PointSize[0.005]]

2.5x 107
2x 10F
2 5x 107
zx 10%
1.5 10
1x 10

5w 109

5x 10%1x mi 5x 1|:|E>< 1:::5 5x 1u§>< 103 5% 10

Slika 4: Generiranje sluc¢ajnih brojeva kada su svi parametri u linearnom kongruentnom

generatoru veliki
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3. Neprekidne slu¢ajne varijable i simulacija slu¢ajnog
uzorka dimenzije 10000

Neka je (92, F, P) vjerojatnosni prostor i X sluc¢ajna varijabla na €. Nacin na koji
racunamo vjerojatnosti dogadaja vezanih za X ovisi o tipu slucajne varijable X. U
teoriji vjerojatnosti postoje dva glavna tipa slucajnih varijabli, a to su diskretne i
neprekidne. Slucajna varijabla X je diskretna ako postoji konacan ili prebrojiv skup
D C R takav da je P{X € D} = 1. Kao sto sam ve¢ rekla, ogranicit ¢u se na
neprekidne slucajne varijable. Pa definirajmo neprekidnu sluc¢ajnu varijablu.

Definicija 3.1 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i X : Q@ — R funkcija takva da
jge skup {w € Q <z} ={X <z} element od F za Vx € R i takva da postoji nenega-

tivna funkcija f: R — R zadana izrazom

PUweQ: X(w) < 2}) = P({X < 2}) = / )t

Takvu funkciju X zovemo (apsolutno) neprekidna slucajna varijabla, a funkciju f

zovemo funkcija gustoce slucajne varijable X.

Definicija 3.2 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i X : Q — R neprekidna sluc¢ajna

varijabla. Funkcija F: R — [0,1] zadana izrazom
Fx)=P(X <z2)=P{we: X(w) <zx})

zove se funkcija distribucije slucajne varijable X .

Za neprekidnu slucajnu varijablu funkcija distribucije definirana je na sljedeci nacin:
Fz)=P(X <x)= / ft)dt

Navest ¢emo najces¢e primjere parametarski zadanih neprekidnih sluc¢ajnih vari-
jabli.

3.1. Uniformna distribucija na intervalu [a, 0]

Slucajna varijabla X ima uniformnu distribuciju na intervalu [a, b], a < b, ako je njena

funkcija gustoce f dana izrazom:

s ={ e )
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Slika 5: Simulacija slucajnog uzorka duljine 10000 iz neprekidne slucajne varijable
zadane uniformnom distribucijom na intervalu [0, 4]

Pripadajuci program za simulaciju napisan u Mathematica programu koristec¢i go-

tove Mathematica naredbe:

Udist = UniformDistribution[0,4];
gl = Plot[PDF[Udist, x], {x, -2, 0}, PlotRange -> {0, 0.42}, AspectRatio -> 1,
PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];

g2 = Plot[PDF[Udist, x], {x, O, 4}, PlotRange -> {0, 0.42}, AspectRatio -> 1,
PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];
g3 = Plot[PDF[Udist, x], {x, 4, 6}, PlotRange -> {0, 0.42}, AspectRatio -> 1,

PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];
Show[g1,g2,g3]
udata = Table[Random[UniformDistribution[0, 4]], {10000}];
d = Histogram[udata, HistogramScale -> 1, AspectRatio -> 1]
Show[gl, g2, g3, dl]

3.2. Eksponencijalna distribucija s parametrom \ > 0

Sluc¢ajna varijabla X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A > 0 ako je njena
funkcija gustoce f zadana izrazom:

e ™™ x>0

ro={3 iz e
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Slika 6: Simulacija slu¢ajnog uzorka duljine 100, 500, 1000, 5000, 10000 iz neprekidne
slucajne varijable zadane eksponencijalnom distribucijom s parametrom A = 0.01
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Pripadajuéi program za simulaciju napisan u Mathematica programu koriste¢i go-

tove Mathematica naredbe:

expdist = ExponentialDistribution[0.01];

gl = Plot[PDF [expdist, x], {x, -800, 0}, PlotRange -> {0, 0.0105},
AspectRatio -> 1, PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.015]}];

g2 = Plot[PDF[expdist, x], {x, 0, 800}, PlotRange —> {0, 0.0105},
AspectRatio -> 1, PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.015]}];

Show([gl, g2]

edata = Table[Random[ExponentialDistribution[0.01]], {10000}];

d = Histogram[edata, HistogramScale -> 1, AspectRatio -> 1];

Show[gl, g2, d]

3.3. Dvostruka eksponencijalna ili Laplaceova distribucija sa
parametrom \ > 0

Slucajna varijabla X ima dvostruku eksponencijalnu ili Laplaceovu distribuciju s parametrom

A > 0 ako je njena funkcija gustoc¢e f zadana izrazom:

1 %)\e_m , x>0
— e N2l =
fla) = e - (3
EAG , L < O

Slika 7: Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane
dvostrukom eksponencijalnom distribucijom s parametrom A = 1

Pripadajuci program za simulaciju napisan u Mathematica programu koristeéi go-

tove Mathematica naredbe:

Ldist = LaplaceDistribution[0, 0.5] ;

g = Plot[PDF[Ldist, x], {x, -4, 4}, PlotRange -> {0, 1.2},
AspectRatio -> 0.6, PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];

ldata = Table[Random[LaplaceDistribution[0, 0.5]], {10000}];

d = Histogram[ldata, HistogramScale -> 1, AspectRatio -> 1];

Show[g, d]
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3.4. Normalna distribucija s parametrima p i o2

2

Sluc¢ajna varijabla X ima normalnu distribuciju s parametrima p i 0° ako je njena

funkcija gustoce f zadana izrazom:

_(z—p)?

flz) = —=e27, xz €R.

oV 2

Ako X ima normalnu distribuciju s parametrima g = 0 i 02 = 1, onda kaZemo da

X ima standardnu normalnu funkciju i pisemo X ~ N(0,1).

f@) = ——e%,  zeR ()

Slika 8: Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane normalnom
distribucijom s paramterima u = 0io0% =1

Pripadajuci program za simulaciju napisan u Mathematica programu koristeci go-

tove Mathematica naredbe:

Ndist = NormalDistribution[0, 1];

g = Plot[PDF[Ndist, x], {x, -4, 4}, PlotRange -> {0, 0.42}, AspectRatio -> 1,
PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];

mdata = Table[Random[NormalDistribution[]], {10000}];

d = Histogram[mdata, HistogramScale -> 1, AspectRatio -> 1];

Show[g,d]
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3.5. Cauchyjeva distribucija s parametrima a i b

Neka su a,b € Ria > 0. Neprekidna slu¢ajna varijabla X ima Cauchyjevu distribuciju

s parametrima a i b ako je njena funkcija gustoce f zadana izrazom:
a
x) = ) r e R.
1) w[a® + (z — b)?]

Ako slucajna varijabla X ima Cauchyjevu distribuciju s parametrima a = 11 b = 0,

onda kazemo da slucajna varijabla X ima jedini¢nu Cauchyjevu distribuciju.

1
f(x):m, x € R. (5)

Slika 9: Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane cauchy
distribucijom s paramterima a =1ib =10

Pripadajuci program za simulaciju napisan u Mathematica programu koristeci go-
tove Mathematicanaredbe:

Cdist = CauchyDistribution[0, 1];
g = Plot[PDF[Cdist, x], {x, -5, 5}, PlotRange -> {0, 0.4}, AspectRatio -> 1,
PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];

UzorakN=RandomArray[Cdist,10000] ;

frekvencije=BinCounts [UzorakN,{-5, 5, 0.2}];

BarChart [frekvencije]

relativnefrekvencije = N[frekvencije\(10000%0.2)];

labels=Table[i, {i, -5, 5, 0.2}];

h=BarChart [relativnefrekvencije,PlotRange->{0, 0.4},
BarLabels->labels, AspectRatio->1]

Show [GraphicsArray[{g, h}]];
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3.6. Gama distribucija s parametrima «a i (3

Neka su « > 01 3 > 0. Neprekidna sluc¢ajna varijabla X ima gama distribuciju s
parametrima « i 3 ako je njena funkcija gustoée zadana izrazom

1 a—1 —% >0
_ ) temr e’ 2 6
@) { 0 oy ©)
gdje je I'(x f et 1dt, x > 0 gama funkcija.

Za x > 0 vrijedi I'(z + 1) = 2I'(x). Pokazimo da to zaista vrijedi:

o0

Nz+1) = /t:”etdt =

0

u=t" dv = e tdt
du = xt* 1t v=—et!

o
m—t

+o [ t"leldt = hm( T —0-e") +al(z)

0

Da bi nastavili potrebno je pokazati:

X
li z,—t _ . — [ (= (L’H) = i
tg&t € (00 -0) tE& et (oo) tiglo( e t—oo et

Slijedi da je
Mx+1) =0+ 2l(z) = 2T'(z), x> 0.

Pokazimo jos neka svojstva I' funkcije:

Fn+1)=nl(n)=nn—1)I'n-1)=...=nll(1) =nl, neN
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=10 =5 5 n 15

Slika 10: Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne sluc¢ajne varijable zadane gama
distribucijom s paramterima a =11 (3 = 2

Pripadajuci program za simulaciju napisan u Mathematica programu koristeci go-

tove Mathematica naredbe:

Gdist = GammaDistribution[1, 2];

gl = Plot[PDF[Gdist, x], {x, -10, 0}, PlotRange -> {0, 0.6},
AspectRatio -> 1, PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];

g2 = Plot[PDF[Gdist, x], {x, O, 15}, PlotRange -> {0, 0.6}, AspectRatio -> 1,
PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];

Show([gl, g2]

gdata = Table[Random[GammaDistribution[1, 2]], {10000}];

d = Histogram[gdata, HistogramScale -> 1, AspectRatio -> 1]

Show[gl, g2, d]

3.7. Beta distribucija s parametrima p i q

Neka su p > 0, ¢ > 0 fiksni. Neprekidna slucajna varijabla X ima beta distribuciju s
parametrima p i ¢ ako je njena funkcija gustoce zadana izrazom:
P~ (1—x)9 1
f<x>={ e el (7)

0 Lo <0iliz>1

gdje je B beta funkcija

1
B(z,y) = /t“‘l(l — ) dt, x>0,y >0
0



Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable 15

Slika 11: Simulacija slu¢ajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane beta
distribucijom s paramterima p =11 ¢ = 2

Pripadajuci program za simulaciju napisan u Mathematica programu koristeci go-

tove Mathematica naredbe:

Bdist = BetaDistribution[1, 2];

gl = Plot[PDF[Bdist, x], {x, -1.5, 0}, PlotRange -> {0, 2.2},
AspectRatio -> 1, PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];

g2 = Plot[PDF[Bdist, x], {x, 0, 2.5}, PlotRange -> {0, 2.2},
AspectRatio -> 1, PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];

Show([gl, g2]

bdata = Table[Random[BetaDistribution[1, 2]], {1000}];

d = Histogram[bdata, HistogramScale -> 1, AspectRatio -> 1];

Show[gl, g2, d]
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4. Osnovne tehnike simuliranja slu¢ajnog uzorka iz
neprekidne slucajne varijable

Definicija 4.1 Neka je X neprekidna slucajna varijabla sa funkcijom distribucije F.

Tada Y = F(X) nazivamo vjerojatnosno integralna transformacija od X .2

Teorem 4.1 Neka je Y = F(X) transformacija neprekidne slucajne varijable X njezi-
nom funkcijom distribucije F'. Tada slucajna varijabla Y ima uniformnu distribuciju
na intervalu (0,1), tj. Y ~ U(0,1)

Dokaz
U dokazu ovog teorema koristit ¢emo rezultate dva teorema, pa ih najprije iskazimo.

Teorem 4.2 Pretpostavimo da neprekidna slucajna varijabla X ima funkciju gustoce
f(z). Neka je g(x) neprekidno deriwabilna funkcija za koju vrijedi Z—fc # 0 za svaki x u
nekom otvorenom intervalu N C Z. Neka je inverzna funkcija x = g~ '(y) definirana
za svakiy € ¥ ={y:y = g(z),x € Z}. Tada je funkcija gustoce od Y = g(X) dana
sa

dg—'(y)

& ,yew

hyy =4 670D

0 , inace

Teorem 4.3 Ako funkcija izvodnica momenta postoji za slucajnu varijablu X koja ima
funkciju gustoée f(x), onda je funkcija izvodnica momenta jedinstvena.
Obrat: Funkcija izvodnica momenta odreduje funkciju gustoce od X jedinstveno, barem

za skup tocaka koje imaju vjerojatnost 0.

Nastavimo sada sa dokazom.
(i) Slucaj kad je F' derivabilna na otvorenom intervalu koji sadrzi nosa¢ funkcije gustoce
f 1 derivacija funkcije F' je neprekidna na tom intervalu, tj. funkcija gustoce f je

neprekidna na tom otvorenom intervalu. To znaci da je F' neprekidno derivabilna

daF _
de —

r = F~(y) definiramo inverznu funkciju Vy € (0, 1).

funkcija. Kako je F' strogo rastuca f(x) > 0, Vz iz nosaca funkcije gustoce f i sa

Prema prethodnom teoremu (Teorem 4.2) funkcija gustoce za Y glasi:

F(F(y)) ,y€(0,1)

0 , inace

dF ' (y)
dy

h(y) =

Kako je

dF'y)  de (dF(@))
dy — dF(z) \ dz

2eng. = probability integral transformation
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i f(F~H(y)) = f(x) slijedi,

~

(
0 , inace

h(y){Lﬁ)zl ,y€(0,1)

=Y je uniformno distribuirana na intervalu (0, 1).

Prije dokaza drugog smjera definirajmo funkciju izvodnicu momenta:
Definicija 4.2 Neka je X neprekidna slucajna varijabla takva da je za neki o > 0

Ele"] < oo, [t] <6

Tada definiramo funkciju izvodnicu momenata My s

[e.e]

Mx(t) = Ele"*] = / e f(z)dx

—00

(ii) Slucaj kad X ima funkciju izvodnicu momenta M (t)

>0 y=tF(z)
My (t) = E[e"] = E[e" ™)) = / " f(2)de = | dy = tf(2)dx
—o0 dr = g7y

Sada nastavimo,

t t
v tq
— [Gay=g [ew=" 20
t t
0 0

Odredimo funkciju izvodnicu momenta za uniformnu sluc¢ajnu varijablu na intervalu

(0,1):

o0

M(t) = B = [ e fla)da,

—00

gdje je f(z) funkcija gustoce uniformne sluc¢ajne varijable na intervalu (0, 1).
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Nastavimo li sa raspisivanjem slijedi:

0 1 00
xt
:/deqL/e“dx—i—/de:eT
—00 0 1

= prema Teoremu 4.3 Y je uniformno distribuirana na intervalu (0, 1).

1
0

O

Prethodni teorem (Teorem 4.1) nam pokazuje kako slucajna varijabla zadana bilo
kojom funkcijom distribucije F' moze biti transformirana u sluc¢ajnu varijablu s uni-
formnom distribucijom na intervalu (0,1). Zanima nas vrijedi li suprotan smjer tog
teorema, tj. da li uniformno distribuirana slu¢ajna varijabla na intervalu (0, 1) moze
biti transformirana u slu¢ajnu varijablu sa bilo kojom funkcijom distribucije F. U
sljede¢im potpoglavljima sugerirane su neke procedure, tj. metode koje se mogu ko-
ristiti za simuliranje slu¢ajnog uzorka iz bilo koje neprekidne slucajne varijable sa
funkcijom distribucije F. Obi¢no pocinju sa generiranjem slucajnog uzorka od nezavis-
nih uniformno distribuiranih slu¢ajnih varijabli na intervalu (0,1), a o tome je bilo vise

rijec¢i u poglavlju 2.

Pogledajmo kako (Teorem 4.1) moze biti koristan u praksi. Recimo daje X = (Xjy,...,X,)
slucajan uzorak sa funkcijom gustoce f(xy,...,x,)

Elg(X)] = / / . / g(x1, .o xy) f(o, ..o xy)daydey . . dxy,
—00—00  —00
za neku n dimenzionalnu funkciju g. Za primjer uzmimo da g prikazuje zadrzavanje u
redu za prvih n/2 stranaka, X predstavlja prvih n/2 dolazaka i vrijeme usluzivanja. U
mnogim situacijama nije moguce rijesiti integral. Jedina moguénost koja preostaje je da
aproksimiramo FE[g(X)] tj. simuliramo. Da bi aproksimirali E[g(X)] prvo generiramo
slucajan vektor X = (X{l), o ,X,(LU) sa funkcijom gustoce f(xi,...,z,). Zatim
izra¢unamo Y = g(X(l)). Sada generiramo drugi sluc¢ajan vektor nezavisan od prvog.
X® i izracunamo Y® = ¢(X®). Ponavljamo postupak sve do r € N. Neprekidna i
jedinstveno distribuirana slu¢ajna varijabla Y = g(X(i)),z’ =1,...,r je generirana.

Sada prema jakim zakonima velikih brojeva, to¢nije Kolmogorovljevom teoremu 2,

znamo da

YW 4 +Y®
lim =

r—00 r

E[Y"] = Elg(X)]

3vidi [3, str. 416.]
Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli.  Tada niz
(% > i=1 Xj,n € N) konvergira ako i samo ako E[X;] postoji i u tom slucaju je

1 n
lim ~S°X, = BIX
ngm;a [X1]
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pa mozemo uzeti srednju vrijednost generiranog Y za procjenu E[g(X)]. Takav pristup
zove se Monte Carlo simulacija. Naziv Monte Carlo uvode 1940. god. Von Neuman
i Ulam za metodu rjeSavanja deterministickog problema vezanih za slucajne brojeve.
Metoda se razvija tijekom II. svjetskog rata za rjesavanje slozenih problema pri izgrad-
nji atomske bombe.

4.1. Inverzna transformacija

To je osnovna metoda i temelji se na sljedec¢oj propoziciji.

Propozicija 4.1 Neka je Y ~ U(0,1) i F funkcija distribucije neprekidne slucajne
varijable X. Ako funkcija F ima inverznu funkciju F~' definiranu na intervalu (0,1),

tada sluéajna varijabla F~Y(Y') ima funkciju distribucije F'.

Dokaz
Neka je Fy funkcija distribucije slu¢ajne varijable X = F~1(Y).
Tada

Fx(z)=P{X <2} =P{F'(Y) <2}

Kako je F funkcija distribucije = F(X) je monotono rastuca funkcija.

Fx(z) = P{F(F'(Y) < F(2)}
= P{Y < F(x)}

[zvedimo funkciju distribucije uniformne sluc¢ajne varijable na intervalu (0, 1):

v <0 Flz) = P(ng):/f(t)dtzo

0

0<z<l Flz) = P(X <z)= /f(t)dt: /f(t)dt+/:f(t)dt

= / 1dt =z

0
0

r>1 F(z) = /f(t)dt+/f(t)dt+/f(t)dt:O+t|(1)+O:1

Kako je Y uniformna sluc¢ajna varijabla na intervalu (0, 1) slijedi da je

Fy(z) = P{Y < F(z)} = F().
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Na temelju te propozicije mozemo generirati slucajnu varijablu X iz neprekidne

funkcije distribucije F' tako da uzmemo slu¢ajan broj Y i postavimo X = F~1(Y).

Primjer 4.1 Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane ek-
sponencijalnom distribucijom inverznom metodom.

Iz funkcije gustoée (2) izvedimo prvo funkciju distribucije:

x <0 F(z) = P(ng):/f(t)dtzo

0

x>0 F@):}%Xgﬂz]f@ﬁ=/f@ﬁ+]ﬂ&ﬁ=]&”%

0

xT

1
= )\(—X)e_’\t = —(eM-1)=1—¢e
0
l—e™ >0
ﬂ@:{o z <0

Odredimo F~1(U):

1—e M=y

1
T = —Xlog(l —u)

Ako je U uniformna slucajna varijabla na (0,1) tada F~*(U) = —5log(1 — U)

Mathematica program:

\lambda= 0.01;

f[x_]:=\1lambda*e~{-\lambda x}*UnitStepl[x];

gl = Plot[f[x],{x, -800, 0}, PlotRange -> {0, 0.0105},
AspectRatio -> 1, PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]}];

g2 = Plot[f[x],{x, O, 800}, PlotRange -> {0, 0.0105},
AspectRatio -> 1, PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.01]1}];

Show[gl,g2]

UzorakE=Table[Random[] ,{503}];

G[x_]:= (1/\lambda)*Log[1/(1 - x)];

TransformiraniUzorakE=G[UzorakE] ;

d = Histogram[TransformiraniUzorakE, HistogramScale -> 1, AspectRatio -> 1];

Show[gl, g2, dl]



Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable 21
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Slika 12: Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane ekspo-
nencijanom distribucijom s paramterom A = 0.01 (inverzna transformacija)

Primjedba 4.1 Ako je U uniformna slucajna varijabla na (0,1) onda iz Primjera 4.1
vidimo da je F~1(U) = —log(1-U) eksponencijalna sluc¢ajna varijabla s parametrom 1.
Kako je 1—-U isto unifomno distribuirana na (0, 1) slijedi da —log U je eksponencijalna
s parametrom 1. Ako je X eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom A = 1 onda

je njena funkcija gustoce f zadana izrazom:

e x>0

ﬂ@:{o , <0

Odredimo ocekivanje eksponencijalne distribucije s parametrom 1:

o0 0 o)
x,.  |u==w dv =e"dx
E[X] = /xf(x)dx— /x-OdI‘—I—/[L‘@ dr = du— dr b —e-o
—00 —00 0
= —xe ¥ — /(—e‘r)dx = — lim (ze™®)| + lim [ e “dx
0 , a—0o0 0 a—0o0 ;

a

= — lim (ae™®) + lim (—e™ ")

a—00 a— 00

=0+ lim(—e*+e’)=0+1=1

a—00

0

Koristili smo da vrijedi lim ae™®

a—0o0

=0, pa pokazZimo da to zaista vrijedi:

' 1 1
lim ae™® = (00 -0) = lim % — (g)(LH) = lim —=—=0
a—00 a—00 € o0 a—00 € 00

Vrigedi da je cX eksponencijalna s ocekivanjem c kada je X eksponencijalna sa ocekivanjem

1. Da bi to pokazali koristimo jedno svojstvo matematickog ocekivanga, linearnost.
ElcX]=cEX =c-1=¢

Slijedi da je © —clogU eksponencijalna slucajna varijabla s oc¢ekivanjem c.
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Primjer 4.2 Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane Laplaceovom
distribucijom inverznom metodom.

Iz funkcije gustoce (3) izvedimo prvo funkciju distribucije:

T x

1 1.1
z <0 F(r) = P(X<7)= /f(t)dt: / §Ae—“dt=§AXe”
1 Az : At Az
= —(e— lim %)= =¢
2 t——o0
T 0 T
x>0 F(z) = P(X<:1:):/f(t)dt:/ /\Atdt—l—/ e Mdt
—00 —00 0
_ 1 1 m—)\ac 1—>\t x_l_l —A\x
—2+2)\/e dt = =+ - A(——e ™) =3 2(6 1)
0 0
1
= 1——e ™

Odredimo F~1(U):

Ako je U uniformna slu¢ajna varijabla na (0,1) tada

1 —Llog(21-0U)) ,U>
F <U):{ %l/\og(gQU) , U<

DN [0 | =

Mathematica program:

\[Lambda] = 0.5;

Ul = Table[Random[Real, {0, 0.5}], {5000}];

U2 = Table[Random[Real, {0.5, 1}], {5000}];

G1[x_] := (-1)/\[Lambdal*Log[2(1 - x)]

G2[x_] := 1/\[Lambdal*Log[2 x]\)

E1 = G1[U2];

E2 = G2[U1];

TransformiraniUzorakE = Join[El, E2];

d = Histogram[TransformiraniUzorakE, HistogramScale -> 1, AspectRatio -> 1];

Ldist = LaplaceDistribution[0, 2] ;

g = Plot[PDF[Ldist, x], {x, -20, 15}, PlotRange -> {0, 0.25},
AspectRatio -> 0.6, PlotStyle -> {Hue[0.7], Thickness[0.015]3}];

Show[g,d]
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1] =13

Slika 13: Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne sluc¢ajne varijable zadane dvostruko
eksponencijanom distribucijom s paramterom A = 0.5 (inverzna transformacija)

Primjer 4.3 Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane Cauchy-
jevom distribucijom inverznom metodom.

Iz funkcije gustoce (5) izvedimo prvo funkciju distribucije:

/ [ 1 S 1 11
F(x) = / f(t)dt = / mdt == arctan ¢ == arctan xr — %(—g) =3 + = arctan x

Odredimo F~1(U):
Ako je U uniformna slucajna varijabla na (0,1) tada

F1(U) = tan(n(U — %))

Mathematica program:

U = Table[Random[], {10000}]1;

Glx_] := Tan[\[Pi]l(x - 1/2)]

TransformiraniUzorak = G[U];

frekvencije = BinCounts[TransformiraniUzorak, {-10, 10, 0.2}]

BarChart [frekvencije]

relativnefrekvencije = N[frekvencije/(10000%0.2)];

labels = Table[i, {i, -10, 10, 0.2}];

h = BarChart[relativnefrekvencije, PlotRange -> {0, 0.4},
BarLabels -> labels, AspectRatio -> 0.6]

Primjedba 4.2 Ova metoda ima siroku primjenu u simuliranju slucajnog uzorka iz
neprekidne slucajne varijable, ali ponekad postupak moZe biti sloZen ako je inverz

funkcije nemoguce rijesiti. Stoga postoje jos neke metode.
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0

Slika 14: Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane jedinicom
cauchyjevom distribucijom (inverzna transformacija)

4.2. Metoda odbacivanja

Neka je g(z) funkcija gustoce slucajne varijable. Neka je f funkcija gustoée neke

slucajne varijable takva da postoji konstanta ¢ > 0 sa svojstvom da je % < c za

svaki y takav da je g(y) > 0. Slijedi tehnika za simuliranje slu¢ajne varijable zadane
funkcijom gustoce f.

Algoritam

1. Simuliramo sluc¢ajnu varijablu Y koja je zadana funkcijom gustoce g
2. Simuliramo sluc¢ajan broj U

3. Ako je U < % postavimo X =Y, inace se vratimo na korak 1

Propozicija 4.2 Slucajna varigabla X generirana metodom odbacivanja ima funkciju

gustoce f.

Dokaz
Neka je X dobivena vrijednost.

P{X <z} = P{Y <a|U<
C

)
P{Y<a:' U<i vl

P{U Y
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Da bi dalje nastavili sa dokazom, potrebno je pokazati da vrijedi

[e.9]

wa1/MMY—wh@@,

—00

gdje je E proizvoljan dogadaj, Y neprekidna sluc¢ajna varijabla, a fy (y) funkcija gustoce
neprekidne slucajne varijable Y. Definiramo indikator slucajnu varijablu X

Y 1 , ako se E dogodi
| 0 , ako se dogadaj E ne dogodi

Iz definicije od X slijedi

EX] = P(E),
EX|Y =y] = P(E|lY =y), za bilo koju slucajnu varijablu Y

Vazno svojstvo uvjetnog ocekivanja kaze da za sve slu¢ajne varijable X i Y vrijedi
E[X] = E[EIX|Y]].

Ako je Y neprekidna sluc¢ajna varijabla vrijedi

o0

EWhi/ﬂMYzwh@@

—00
Slijedi upravo ono §to smo htjeli pokazati:

o0

Pwri/mmyzwn@@

—00

Primjenimo to sada u dokazu, gdje je slucajna varijabla zadana funkcijom gustoce g:

J Py <2,U < L8y = y}g(y)dy
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Kad pustimo z — oo dobijemo da je P{U < CJ;((};))} = % Slijedi da je

P{X <1} = / f(y)dy

O

Primjedba 4.3 [z algoritma slijedi da ée ova metoda generirati traZenu slucajnu var-

1ablu s vjerojatnoscu
fY), 1

V) "¢

Odatle slijedi da broj iteracija ima geometrijsku razdiobu s parametrom %, pa je ocekivani

P(U <

broj iteracija jednak c.

Primjer 4.4 Koristeéi metodu odbacivanja generirajmo slucajnu varijablu zadanu funkci-

jom gustoce
[ 122(1-2)* ,0<z<1
ﬂ@_{o L <0diz>1

To je zapravo neprekidna slucajna varijabla zadana beta distribucijom s paramterima

p=21q=3. Promotrimo metodu odbijanja sa

g(x) =1, 0<z<l1

Odredimo konstantu ¢ takvu da zadovoljava % <c
igl:l%ﬂ—mf
g(x)

Trebamo odrediti maksimalnu vrijednost ¢ za koji je % = ¢, tj. maksimum funkcije

% Sto je nultocka njezine prve derivacije. Prvo deriviramo desnu stranu jednakosti:

d | f(z) _ — )2 — (1 — ¢
%IMI =12(1 )* —24x(1 )

Zatim izjednacimo sa 0 da bi odredili kad se postize maksimalna vrijednost. PostiZe se

g(x) — 3 3 9

kad je x = % Stoga,

Dakle,
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Mathematica program za metodu odbacivanja za generirangje jedne slucajne varijable:

(Label[begin];
Ul = Random[];
U2 = Random[];
If[U2 <= 27/4%U1x(1 - U1)"2, X = U1, Goto[begin]])

Mathematica program za metodu odbacivanja za generiranje slucajnog uzorka dimenzije
50:

n=1;
While[n < 100,
(Label [begin] ;
U[n] = Random[];
Uln + 1] = Random[];
If[Uln + 1] <= 27/4*U[n]*(1 - U[n])"2, X = U[n], Gotol[beginl]);
n=n+ 2];

Print[X];
2 z
1.5t 1
1}
a5 H o
-z -1 1 b -z -1 1 Z

Slika 15: Simulacija slu¢ajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane beta
distribucijom s paramterima p = 2 i ¢ = 3 (metoda odbacivanja)

Primjer 4.5 Koristeéi metodu odbacivanja simulirajmo standardnu normalnu slucajnu
varijablu X koja ima funkciju gustoée (4). No, mi éemo gledati apsolutnu vrijednost,

pa funkcija qustoée glasi

O
(M)

x

f(z) = ez, 0<z <00

g(x) =e"", 0<z<oo
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Odredimo konstantu ¢ takvu da zadovoljava g(—g <c

f(ZL‘) B \/%67% 4 o 22 \/§e—w2+22x+1—1 _\/E —(z— 1) +2 \/7\/E 67(21)2
glr) e~ 27 T B
12
_ 266 (z—1) <=
T \/ T

Dakle,

f(x) _ 1 2_ee—<z2—1>2 :e—(z2—1>2

cg(x)  Jee N

Mathematica program za metodu odbacivanja za generiranje slucajnog uzorka dimenzije
98:

n=1;
While[n < 50,
(Label[begin] ;
U[n] = Random[];
Uz[n] = Random[];
Y[n] = -Logl[l - Uz[nl];
If[U[n] > \[ExponentialE]~((-(Y[n] - 1)°2)/2), Gotol[begin]] ;
= Y[n];
Print[X] ); n =n + 1]

Kako smo uzeli apsolutnu vrijednost od X uzimamo u obzir ¢ X i -X. Slika 16 prikazuje

jednu takvu simulaciju.

Slika 16: Simulacija slu¢ajnog uzorka iz neprekidne sluc¢ajne varijable zadane normal-
nom distribucijom s paramterima = 01 o = 1 (metoda odbacivanja)
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_ _1\2
Primgetimo da U < e T mozemo zapisatt kao —logU > (Y;1)2

4.1 sligedi da —logU je eksponencijalna distribucija sa parametrom 1. Pa moZemo

1 1z Primgjedbe

transformirati algoritam tako da generiramo dvije eksponencijalne slucajne varijable

Y1 1 Ys s parametrom 1. Uzmimo sve to u obzir i napravimo program.

Mathematica program za metodu odbacivangja za generiranje slucajnog uzorka dimenzije

598:

n=1;
While[n < 300,
(Label[begin] ;
Ul[n] = Random[];
U2[n] = Random[];
Y1[n] = -Logl[1 - U1l[n]];
Y2[n] = -Log[1l - U2[n]l];

If[Y2[n] < (Y1[n] - 1)°2/2, Gotol[begin]] ;
X = Y2[n] - (Yi[n] - 1)°2/2;

Print [X] ;

Print[-X]);

n=n+ 1]

Slika 17: Simulacija slu¢ajnog uzorka iz neprekidne sluc¢ajne varijable zadane normal-
nom distribucijom s paramterima p =010 = 1 (metoda odbacivanja)



Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable 30

4.3. Parametrizacija

[zrecimo prvo definicije koje ¢e nam biti potrebne u promatranju ove metode.

Definicija 4.3 Neka je X neprekidna pozitivna slucajna varijabla s funkcijom distribu-
cije F. Repna funkcije distribucije definirana je s F = P(X >t) =1 — F(t)

Definicija 4.4 Intenzitet hazarda funkcije distribucije F' definiran je sa

A(t) = % = 2 tog F(1)

Neka je F neprekidna funkcija distribucije s pripadnom repnom funkcijom distribu-
cije za koju je F(0) = 1. Neka je A(t) intenzitet hazarda

)\(t):%, t>0

Pretpostavimo da imamo omedenu funkciju A(¢) i zelimo simulirati slu¢ajnu var-
ijjablu S koja ima A(t) kao svoju parametarsku funkciju. Stoga neka A bude takva
da A(t) < A\, ¥Vt > 0. Generiramo dvije sluc¢ajne varijable U;, X;, © > 1, gdje je U;
uniformna (0, 1), a X; eksponencijalna sa parametrom \. Zaustavljamo se kad

N:m@n{n:Ung(iXi)/x}

Postavimo

Da bi izracunali E[N] trebamo Waldovu jednadzbu.

Definicija 4.5 Cjelobrojna slucajna varijabla N je vrijeme zaustavljanja za niz Xy, Xo, . . .
ako je dogadaj {N = n} nezavisan od X, 1, Xpio,... Vn=1,2,...

Propozicija 4.3 (Waldova jednadzba) Ako su X1, Xo, . .. nezavisne jednako distribuirane
slucajne varijable sa konacnim ocekivanjem, 1 ako je N vrijeme zaustavljanja za X1, Xo, . ..
takvo da E[N] < oo, tada
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Dokaz
Neka je
j 1 ,N>n
" 10 ,N<n
Imamo
N 00
> KXo =D Xalu
n=1 n=1
Stoga,
N 00 00
E|Y X,|=E ZXnIn] = E[X.L)]
n=1 n=1 n=1
I, = 1 ako i samo ako nismo stali nakon promatranja Xy,...,X,,_1. Prema tome, I,
je odreden sa Xi,..., X, 1 1 stoga nezavisan sa X,. Slijedi:
N 00
E an] = Y E[X,]E[L]
n=1 n=1

— B[X)]E[N] O

Sada kada smo dokazali Waldovu jednadzbu vratimo se natrag na metodu. Kako

N:mm{n:UngA(é&)/A}

slijedi da je dogadaj {N = n} nezavisan sa X, 11, X, 42, .... Prema Walovoj jednadzbi

je

-z >
Kako je X; eksponencijalna slu¢ajna varijabla sa funkcijom gustoce f(z) = { A 20

0 ,x <0
Odredimo matematicko ocekivanje:
00 0 oo t =\ 1 oo
E[X;] = / zfx,(z)dr = / x - 0dx + /:U)\e)‘xdx =|dt=Xz | =0+ X /tetdt
—00 —00 dl’ d 0

u=-t dv—etdt
du=dt v=—e

>/I»—*

hy
(— lim (te” t
a—0o0

+ lim /e_tdt>

0

1( -

o)
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N\ R W 1
>:X<O+hm(—e +e)>—X(O+1)—X

A a—00 a—00 a—00
0

_ 1 ( — lim (ae™®) + lim (—e™")

a

Koristili smo da vrijedi lim ae™® = 0, pa pokazimo da to zaista vrijedi:

lim ae™® = (c0-0) = lim % = (g)(L/H) = lim ia L =0
a—00 a—0o0 € (.¢] a—0oo € oo
1
EX;| =~ 8
X = )
Stoga,
E[N]
E|S] = ——
57 =24
tj.
E[N] = AE[S]

gdje je E[S] matematicko ocekivanje zeljene slu¢ajne varijable.

Primjer 4.6 Neka su X,,,n = 1,2,... nezavisne slucajne varijable takve da P{X, =
0} = P{X, =1} = %, n = 12,.... N je vrijeme zaustavljanja ako vrijedi N =
min{n : Xy + ...+ X,, = 10}. Na N mozemo gledati kao na vrijeme zaustavljanja
nekog eksperimenta, rectmo bacamo pravilni novcic¢ i zaustavimo se kad broj bacenih
glava dosegne 10.



Simulacija slucajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable 33

5. Specijalne tehnike simuliranja neprekidne slucajne
varijable

Prije primjera potrebna nam je jedna definicija.

Definicija 5.1 Za slucajni vektor X = (Xq,...,X,,) funkciju distribucije od X cesto
oznacavamo sa Fx, . x, © zovemo zajednicka funkcija distribucije od Xy,...,X,, a

funkciju gustoce od X cesto oznacavamo sa fx, . x, 1 zovemo zajednicka gustoca od
X1, X,

Primjer 5.1 (Polarna metoda za generiranje normalne sluc¢ajne varijable)
Neka su X1 © Xy neprekidne standardne normalne slucajne varijable sa funkcijama
gustoée (4). Kako su Xy 1 Xy nezavisne, njihova zajednicka funkcija gustoée je produkt

individualnih funkcija gustoce:

T, = e 2 e 2
f( 1 2) \/% \/%
1 —Gi+ad)
= —e 2, , € R?
27Te (21, 22)

Sa R i © oznacimo polarne koordinate vektora (X1, Xs) za koje vrijedi (slika 18).

(X1,X2)
ey
fi
N
&
X1
Slika 18:
R = X7+ X7
X
0= tan_lyi

Da bi zadrzali zajednicku funkciju gustoée od R* i © pogledajmo transformaciju:

_1T2

d=a3+a35, O = tan
21
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Jacobijan ove transformacije je:

ad ad 211 229 2 2
J=| 9 g | = Lo (-3) —L,.(1)|= 2, 2wy 24y 2
2o £ = /14y \m T g 2+ a3 2?4 a3
Ox1 Ox2 1+172 1 +172 {43 r{+x5 1 2 1 2
1
2(x} + 3)
——— =2 #0
]+ x5

Uz te uvjete odredimo zajednicku funkciju gustoée od R? i ©.

freo(d,0) = fx, x,(2z1,20)J "
1 al

= —e 2— 0<d<oo,0<6<2rm

Iz tog moZemo zakljuciti da su R* i © nezavisne, i R*ima eksponencijalnu distribuciju

sa parametrom %, a © ima uniformnu distribuciju na intervalu (0, 27).

27
Sljedeci pristup generiranju standardne slucajne varijable zove se Box-Muller pristup.
Krenimo obrnuto od polarnih prema pravokutnim koordinatama. Ako nam W pred-
stavlja R2, a V predstavlja ©, onda su X; = VW cosV, Xo = VIWsinV nezavisne
standardne normalne slucajne varijable. Ako Uy i Uy predtavljaju nezavisne uniformne

sluéagne brojeve na (0,1), tada su

N|=

Xy = (—2log Uy)2 cos(2mUs) 9)

X, = (—2log Uy)7 sin(2nU) (10)

nezavisne standardne normalne slucajne varijable.

Sljedeci pristup u kojem se izbjegava racunanje sinusa © kosinusa naziva se polarna
metoda. Ako je U uniformna slucajna varijabla na (0,1), tada je 2U uniformna na
(0,2), dok je 2U — 1 uniformna na intervalu (—1,1) Stoga, ako generiramo slucajne
brojeve Ul i U2 i postavimo V1 =2U1—1iV2=2U2—1, tada (V1,V2) je uniformno
distribuiran na kvadratu povrsine 4 sa sredistem u (0,0) (Slika 19).

Ponavljagmo generiranje para (V1,Vs) sve dok nije sadrian u krugu radijusa 1 sa
centrom u (0,0), tj. V2+VE < 1. Iz tog slijedi da je par (Vy, Vo) uniformno distribuiran
na tom krugu. Oznéimo sa R i © polarne koordinate ovog para. MoZe se provjeriti da
su R i © nezavisne * i R? uniformno distribuirana na (0,1) i © uniformno distribuirana
na (0, 2m)

“Neka je (X,Y) neprekidan slucajan vektor s gustoom f(x yy(z,y) i neka su fx(z) i fy (y) njegove
marginalne funkcije gustoc¢e. Slucajne varijable X i Y su nezavisne ako vrijedi

T (@,y) = fx(@) - fr(y)
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=1.1) = — {1, 1)
A ™
' e
/ h
f M v, |
.ﬁ_-.tU_ :{124_ :{22
\ * =
H\ /
=1, <13 - s e (. =1
= 0, 0}
=V V)
Slika 19:
Iz (Slike 19) i5¢itamo sin© i cos ©.
-V % N 7 Vi
sin@ = — = 2 cosO = = = ——L (11)

R R
Uvrstavangem jednadzbi (10) u jednadzbe (8) i (9) dobijemo nezavisne standardne nor-
malne varyable X i Y.

X = (—2logU)7 = Y = (—2logU)7 =

mll =
’;U|| =

Sa S mozemo oznaciti R%, tj. S = R?> = V2 + V2. Kako je R? uniformno distribuirana

na (0,1), umgesto generiranja novog sluc¢ajnog broja mozemo uzeti taj. Slijeds,

—21
=/ Ogsvl,
/—210g5

su nezavisne standardne normalne slucajne vamjable.

X =(— 210gR2

m|| = m\

Y = (—2log R?)z =

Sljedeci program generira par nezavisnih standardnih normalnih slucajnih varijabli:

(Label [begin] ;
Ul = Random[] ;
U2 = Randoml[];
Vi =201 - 1;
V2 = 202 - 1;

S =V1"2 + V272;

If[S > 1, Goto[begin]];
= ((-2Logl[S])/S)~(1/2)*V1;
= ((-2Log[8])/8)~(1/2)*V2;
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Uzorak = {X, Y};
Print[X];
Print[Y];

Print [Uzorak])

Primjedba 5.1 U Primjeru 4.5, tj. simulaciji slucajnog uzorka iz standardne nor-
malne distribucije metodom odbacivanja, prosjecan broj ponavijanja generirangja slucajnih
brojeva jednak je ¢ = ,/% ~ 1.315489, a u ovom primjeru (Primgjer 5.1) polarna

metoda zahtjeva u prosjeku % = 1.273 ponavljanja generiranja Ul i U2.

Primjer 5.2 Za simulaciju iz gama distribucije sa parametrima (n, \), gdje je n €
N, koristimo cinjenicu da suma n nezavisnih eksponencijalnoh slucajnih varijabli sa
parametrom X\ imaju gama distribuciju. Stoga ako su Uy, ..., U, nezavisne uniformne

sluc¢ajne varijable na (0,1) onda

~A3weti s ()

imagu Zeljenu distribuciju.  Medutim kada je n velik, postoje druge tehnike za sim-

ulaciju koje ne zahtjevaju toliko slucajnih brojeva. Jedna od mogucosti je koristenje

metode odbacivanja sa g(x) kao funkcijom gustoce eksponencijalne slucajne varijable

sa ocekivanjem . Vec smo pokazali da vrijedi (8) tj. ocekivanje slucajne varijable
1

zadane eksponencijalnom distribucijom iznosi E[X| = 1. Slijedi, da je g(x) jednak

e , .. v . .. >\
Junkciji gustoce eksponencijalne slucajne varijable s parametrom 2.

A A

glz) = e (12)

Pretpostavimo da Zelimo generirati slucajnu varijablu zadanu gama-distribucijom s
parametrima (1,1).To znac¢i da Zelimo generirati slucajnu varijablu zadanu funkcijom
gustoce:

Uvrstimo parametre u (6) i dobijemo

_ 1 1-1 -2 1 —x
T@) =™ ¢ T
gdje je
/ e 'ttt = / e~tdt ' =—(e>® - =1
0 0
Stoga slijedi:
flz)=e™
Odredimo konstantu c tako da zadovoljava g(—g <c
m ¢ <l=c¢

glx) e
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Dakle,
flx) e

— —1
cg(zr) 1-e®

Mathematica program za metodu odbacivanja za generiranje slucajnog uzorka od 10000

slucagnih variyjabli:

(Label [Begin];

\[Lambda] = 1; n = 1;

U = Table[Random[], {100003}];

Uz = Table[Random[], {10000}];
G[x_] = (-1/\[Lambdal)*Logl[1 - x];
Y1 = G[Uz];

If[U > 1, Label[Beginll; X = Y1;)

1g 1
0. & 0.&
0.& 0.

] =3 =& Z £ ] & ] = =& Z 3 G &

Slika 20: Simulacija slu¢ajnog uzorka iz neprekidne slucajne varijable zadane gama-
distribucijom s paramterima n =11 A = 1 (metoda odbacivanja)
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6. Zakljucak

Danas se simulacija primjenjuje na gotovo svim podrucjima drustvenih djelatnosti u
najsSirem smislu te rije¢i. Recimo primjenom metode simulacije brojnih mogucih stanja
poslovnog sustava u buduénosti, jednako kao i statistickom obradom dobijenih nizova,
moguce je preciznije i transparentnije kvantificirati stvarnu mjeru kreditnih rizika, t;j.
rizika nemogucénosti povratka duga.

Cilj ovog zavrsnog rada je bio kroz opisane metode generiranja, ponajprije sluc¢ajnih
brojeva, zatim neprekidnih slucajnih varijabli te kona¢no i primjera za simulacije za-
jedno sa kratkim programima, uvesti zainteresiranog citatelja u simulacije sluc¢ajnog

uzorka iz neprekidne slucajne varijable.
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