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1. Uvod

Endocitoza je nac¢in ulazenja velikih molekula i mikroorganizama u stanicu. Dvije vrste
endocitoze: fagocitoza (unosenje krupnih ¢estica) i pinocitoza (unosenje rastvorene materije).
Dok skoro sve vrste stanica neprekidno unose tekué¢inu i rastvorene molekule pinocitozom
(npr. ameba se hrani pinocitozom), fagocitozu mogu obavljati samo posebne stanice fagociti
(npr. leukociti vrse fagocitozu bakterija).

Fagocitoza: Stanica uzima vece Cestice stvarajué¢i pseudopodije kojima obavija cesticu,
nakon cega se formira vrecasta struktura koja se zatvara te se na taj nacin formira vezikula.
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Proces suprotan endocitozi, tj. izbacivanje tvari iz stanice zove se egzocitoza. Primjerice
stanice gusterace egzocitozom izlu¢uju hormon inzulin u krv.

Lizosomi su organeli obavijeni jednostrukom membranom, a puni su razlicitih vrsta en-
zima koji razgraduju tvari koje udu u lizosome. Ako se lizosomu osteti membrana, enzimi
mogu uéi u citoplazmu i razgraditi stanicu. Osim uloge u razgradnji makromolekula, lizo-
somi sudjeluju i u diferencijaciji, preobrazbi, oplodnji, starenju, gladovanju te obrambenom
mehanizmu stanica.

O nekim pristupima modeliranju endocitoze moze se vidjeti u [3], [4], [6], [7].



2.

Matematicki model Koenig [3]
endacyfosr‘s\\ recyc ling
synthesrs @ degradaﬁon
e Oznake:

S = S(t) broj molekula na povrsini stanice u trenutku ¢,
E = E(t) broj molekula u stanici u trenutku ¢,

T = T'(t) ukupan broj molekula u trenutku ¢, tj.
T=FE+S, (1)

R = R(t) ukupan broj recikliranih molekula u trenutku ¢.

e Pretpostavke modela:

(i)

U infinitezimalno malenom vremenskom intervalu [t, t4dt| broj recikliranih molekula
dR = R(t+dt) — R(t) proporcionalan je trenutnom broju F(t) molekula u stanici
i duljini d¢ promatranog vremenskong intervala. Dakle,

dR = k, Edt,
gdje je k. > 0 konstanta.
Uocimo da je
brzina recikliranja =k, E.

1dR e
Nadalje, kako je Ta = k,, konstanta k, se joS zove i stopa recikliranja.

brzina endocitoze = k.S, tj.

dE = k. Sdt, ke > 0.

Radi matematicke jednostavnosti u modelu se pretpostavlja da su sinteza i degradacija
linearni procesi, tj. da su brzina sinteze k; i brzina degradacije k, konstante. Tada
je
dT = kydt — k,dt = (ks — k,)dt,
odakle se integriranjem lako dobiva da je
T = (ks — k)t + Ey + So, (2)
gdje je Ey broj molekula u stanici u trenutku ¢ = 0, a Sy broj molekula na povrsini

u trnutku ¢ = 0. Ocito je T(0) = Ey + So.
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e Rjesenje modela:

[z navedenih pretpostavki o brzini recikliranja, brzini endocitoze i brzini sinteze, za
brzinu promjene broja molekula na povrsini stanice dobivamo:

as

— =k E — k.S + ks. 3
7 + (3)
Iz (1) i (2) dobivamo
E=(ks—k)t+ Ey+ S, — S (4)
Sada uvrstavanjem te vrijednosti u (3) dobivamo
ds
- = ks + k.(Eo + So) — kr(ky — ko)t — (ke + k;)S.

Uz oznake
a:=ks+ k. (Ey+ So), b:=k.(ky—ks), c:=ke+k

mozemo pisati

ds
W =q— bt — CS.
Lako je pokazati da opce rjesenje te diferencijalne jednadzbe glasi
b b, K
S=24 2 iy e (5)
c 2 c c

gdje je K konstanta integracije koja se dobiva iz pocetnog uvjeta S(0) = Sp:

b K K b
50:2+—2+—:>—:So—2——2
C C C C C C

Uvrstavanjem ove vrijednosti za K/c u (5) dobivamo:

a b b a b, _.
S==-+5—-t+(S —E—g)e t

c 2 ¢
= %[a+g—bt+ (¢So—a— g)ed}

kot ko (By+ So) + o, e = 8s)
ke+kr[  Er(Bo o S0) + ke 5

kac - ks _
+<So(ke k) — Ey — ko (Bo + So) — kﬁ)e ﬂ

— ke (ky — ko)t

Sredivanjem dobivamo:

1 (ky — k)
= + ki (Eo + So) + k2
S Tk K’“ kr(Eo + S0) +h

Sk + k) ekt e (ko kzs)t] (6)

) (1 _ ef(keJrkr)t)

Nadalje, prema (1) i (4) je
dR = k.Edt =k, [(ks — ko)t + Eo+ Sy — S} dt
odakle intntegriranjem dobivamo broj recikliranih molekula u trenutku 7:

R(r) — R(0) = /0 "k [(ky — ko)t + Eo + S — S(1)]d.

Prisjetimo se da je R(0) = 0.



3. Model endocitoze — novi
Neka je:
e S; broj molekula na povrsini u trenutku ¢;
e [; broj molekula u stanici u trenutku t;

e T; ukupni broj molekula

g recyclin
endocytosis };‘.r :

ke

synthesis degradation
ks \ Ky

Slika 1: Endocitoza
Tada vrijedi
Si+E; =T, (7)
Neka je nadalje:

o k. takav da je k.S;At broj molekula koje su u vremenu At = t;,; — t; sa povrsine
usle u stanicu: broj endocitiranih molekula u vremenskom intervalu At proporcionalan je broju
molekula S; na povrsini stanice u intervalu At;

e k, takav da je k,.E; At broj molekula koje su u vremenu At = t;,, — t; izasle iz stanice
na povrsinu: broj recikliranih molekula u vremenskom intervalu At proporcionalan je broju
molekula FE; u stanici u intervalu At;

o k, takav da je k,E; At broj molekula koje su u vremenu At = t;,; —t; degradirale: broj
degradiranih molekula u vremenskom intervalu At proporcionalan je broju molekula F; u stanici
u intervalu At;

o kg takav da je kAt broj molekula koje su u vremenu At = t;,, — t; sintetizirale:
broj sintetiziranih molekula u vremenskom intervalu At proporcionalan je duljini intervala At; U
nastavku pretpostavljamo da je ks = 0.



Neka je S;11 broj molekula na povrsini u vremenskom trenutku ¢;,;. Tada vrijedi
Siv1 = S; + k. E; At — k. S; At.
Prema (7) je
Siv1 = S; + k. (T; — S;) At — k.S; At,
odakle je

Sit1 — 5
2l e T — kS — kS,
At rdLqg rSz eSz (8)

Jednadzba (8) je diskretizirani oblik diferencijalne jednadzbe

ds
= =k T(0) — (k + k)S(8). (9)

Prirodno je pretpostaviti da za ukupni broj molekula 7;,; u vremenskom trenutku ¢,
vrijedi
sto predstavlja diskretizirani oblik diferencijalne jednadzbe

L = —k,E(t)
(11)
= —ko(T(t) = S(t)) = —k,T(t) + k. S(t),

Na taj nac¢in iz (11) i (9) dobivamo sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi s odgo-
varaju¢im pocetnim uvjetima

9L — —k,T(t) + k. S(t)

45— T(t) — (ky + ko)S(t) (12)

dt

7(0) = S(0) = Sp.

Sto u matri¢cnom obliku mozemo zapisati kao
)| |k ks | T(@) TO)| |So (13)
S| | ke —k — ke S(t) |’ SO)| | S|’
Rjesavajuci ovaj sustav primjenom Mathematica-modula DSolve (vidi [8]) dobivamo

1

S(t; ko, by ) = =52 (ke — by — ki) (6—5(a—b)t _ €—§(a+b)t> + S (6—%(a—b)t i €—§(a+b)t> 7

Tt by b, ) = 52 (ke — Ky — bg) (€730700 — em3000) 4 S0 (e bloobity omglaton)
(14)
gdje su
a:=ke+k +k;

15
b= \/(ke + by + k)2 — Ak, (15)




Funkcija koja opisuje broj endocitiranih molekula u trenutku ¢:
E(tske, by ki) = Tt ke, by, k) — St ke, Ky, k),

a takoder i ukupni broj recikliranih molekula u vremenskom intervalu [0, ¢]
¢
R(t; ke, by ky) = kT/E(t; ke, kry k) dt.
0
Ukupni broj degradiranih molekula u vremenskom intervalu [0, ¢] odreden je s

t
D(t ke ki k) = ke / E(t: koo by By dt.

0
Rjesavanjem jednadzbe

S
S(t; kea kra km) = 507

dobivamo poluvrijeme zivota na stani¢noj povrsini.

4. Primjeri

Primjer 4.1. Molekule X (fCw6)

ti‘ 0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165 180 195

Si‘loo. 89.47 77.7 74.66 76.57 68.49 68.78 60.94 60.86 57.67 57.64 42.22 46.27 42.05

Broj molekula na povrsini

(16)

(17)

(18)

(19)

Slika 2: Molekule X (fCw6) — kretanje broja molekula na povrsini stanice (prema Koenig i prema

modelu koji je opisan s dvije diferencijalne jednadzbe)

o Koenig:
S(t;kr kr, k) = 87.0376 + 12.9624¢ 008462450 _ () 299712¢
T(t; k} kX kS) = 100. — 0.272419¢
E(tk!, kX, k%) = 12.9624 — 12.9624¢~ 008462450 _ (. 0427067t



e Nowvi model opisan s dvije diferencijalne jednadzbe:

T(t‘ ke ]{J*) — —3.233676_0'118532t 4 103.2346_0'00371288t

s ey Tvpy vy

S(t' L* ke ]{3*) — 8.649736_0'118532t + 91.35036_0'00371288t

s ve sy Tvp s vy

BE(t; ky, kr, ky) = —11.8834e 0-118532 4 1] 8834, 0-003T1288¢

s ey Tvpy vy

Koenig (t—>(T(t),S(t),E(t))

Dvije diferencijalne jednadzbe (t—>(T(t),S(t),E(t))
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Slika 3: Molekule X (fCw6) — kretanje broja molekula na povrsini stanice u stanici te ukupnog broja
molekula

Primjer 4.2. Molekule Y (eCw6)
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Slika 4: Molekule Y (eCw6) — kretanje broja molekula na povrsini stanice (Prema Koenig i prema
modelu koji je opisan s dvije diferencijalne jednadzbe)

e Koenig:
S(th:, kx, k) = 38.6623 + 61.3377e~0-156936¢ _ (. 16305¢
T(th?, kX, k%) = 100. — 0.433376t
BE(tk* k' k) = 61.3377 — 61.3377¢0-1569361 _ (. 270326¢



e Nowvi model opisan s dvije diferencijalne jednadzbe:
T(tk* o k*) — —3.386336_0'159723t 4 103.3866_0'00523158t

e’ ’'ry r

S(tk* L* k_*) — 60.4.34.56_0'159723t +39.56556_0'00523158t

er’'ry e

B(tk?, k,kE) = —63.8200¢ 0199723 4 63.8200¢ 0005231581

Koenig (t—>(T(t),S(t),E(t)) Dvije diferencijalne jednadzbe (t—>(T(t),S(t),E(t))
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Slika 5: Molekule Y (eCw6) — kretanje broja molekula na povrsini stanice u stanici te ukupnog broja
molekula

5. Procjena parametara u modelu endocitoze

5.1. Procjena parametara u modelu Koenig [3]

Za dane podatke mjerenja (w;,t;,S;),7 = 1,... ,m, t; = 0 treba procijeniti parametre
ks, ke, k., k, u modelu

ds

s ks + k. (Eo + So) — ky(ky — ks)t — (k. + ke)S(t),  S(0) = Sp. (20)
odnosno

S(t; kg, ey b, y) = [(k + k. (Eo + So) + krzz;’,::) (1 —emthetho)

(21)
+8So (ke + ke~ ke kot — & (k, — k)t
Uz Ey = ks =01 5y = S; mozemo zapisati:
S(t; ke, kp, ky) = S(tu,v, ) = v —ut + (S — v)e . (22)
gdje je
Kk kyky kS
u = , vi=— + L a =k, + k. (23)
a a a
Za p > 1 rjesavamo problem minimizacije funkcionala (vidi [1], [5])
F(u,v,a):Zwi\si—S(ti;u,v,a)|p—>min. (24)

- u,v, 0
=1



Ako zelimo naglasiti utjecaj outliers medu podacima, uzet cemo p > 2; u protivnom stavimo
p=1-vidi [5].
Za dobiveno rjesenje (u*,v*, *) rijesimo sustav nelinearnih jednadzbi
. kiky kpky  kp.Sp
f— — +

U , v 5
Q@ Q@ «

*

R (25)

Rjesavanje sustava nelinearnih jednadzbi (25) je poseban i ne tako jednostavan problem, koji
uvijek ne mora imati rjesenje — Sto se u praksi cesto i dogada.
To je razlog zbog kojeg preferiramo direktnu minimizaciju po (ke, ky, kz):

— . R . p :
F(ke,ksr,km)—;wzlsz S(ti; ke, oy, k)7 = min (26)

S jedne strane minimizirajué¢i funkcional je znatno slozeniji, ali s druge strane pocetnu
aproksimaciju je puno lakSe precizno odrediti — jednostavno, treba iskustveno procijen-
iti parametre endocitoze (ke, k., k;). Praktiéno se pokazuje da ovaj pristup gotovo uvijek
daje ocekivane rezultate.

5.2. Procjena parametara u novom modelu

Uz pretpostavku Fy = ks = 01 Sy = 57 za dane podatke mjerenja (w;,t;,S;), i =1,...,m,
t; = 0 treba procijeniti parametre k., k., k, u modelu

9L = —k,T(t) + k. S(t)
95 — | T(t) — (ke + k) S(t) (27)

dt

7(0) = S(0) = Sp.

odnosno

S'(t) kr —(ke+ k) S(t) |’ S(0) So

Svojstvene vrijednosti matrice A = ke — (ko + k) su
1 1
A :_§(a+b>a )\2:_5(&_6)7 (29)

a svojstveni vektori

_ 1 ke+kr_kx_b _ 1 ke+kr_kx+b

ok, 2%k, ST 2%k, ’

gdje je
a:=k.+k +k;

30
bi= (ke + kr + k)2 — Ak ky. (30)

7a ke, ky, by > 0 je

a=ko+k +k,>0 i (ke + Ky + k) — dkeky = (ke — ko) + kr(ke + k) > 0,
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pa uvijek postoje dvije razli¢ite realne svojstvene vrijednosti zadane s (29), a rjesenje sustava

se moze zapisati kao
T(t) oA So| _ M0 ~1|So
|:S(t):| =e SO =B 0 6)\2t B SO ) (31)

gdje je B matrica ¢iji su stupci svojstveni vektori vy, vs.

Rjesavajuc¢i Cauchyjev problem (27), odnosno (28)primjenom Mathematica-modula DSolve
(vidi [8]) dobivamo

S (b ki i i) = =52 (ke = iy — ) (73070 = em b0t} 51 (o0t g e hlaror )

Tt by b, ) = 52 (ke = b = ) (€730700 — em3000) o S (emdoobt y omglaton)

(32)
ili jednostavnije
S(t, C, )\1, )\2) = C@Alt — (Sl — C)@AQt,
(33)
T(t, C, )\1, )\2) = (Sl — C)eklt + C€>\2t,
gdje je
Sh 1 1
C—%(a—l—ke—k?«—kx), )\1——§(Q+b), )\2——§(a—b>
Za p > 1 rjesavamo problem minimizacije funkcionala (vidi [1], [5])
F(C,)\l,)\g) :ZwZ‘SZ—S(tl,C,)\l,Ag)‘pH min . (34)

i=1 C7A17A2
Ako zelimo naglasiti utjecaj outliers medu podacima, uzet cemo p > 2; u protivnom stavimo
p=1-vidi [5].
Nakon toga za dobiveno rjesenje (C*, A\], \5) treba rijesiti sustav nelinearnih jednadzbi

* Sl * 1 * 1
Slicno kao i kod modela Koenig rjesavanje sustava nelinearnih jednadzbi (35) je poseban i
ne tako jednostavan problem, koji uvijek ne mora imati rjeSenje — Sto se u praksi cesto i
dogada.
To je razlog zbog koje preferiramo direktnu minimizaciju po (ke, k., kz):

F(ke by k) =Y w;|Si = S(tis ks K, ki) [P — min (36)
i=1

kevkr7km

S jedne strane minimizirajué¢i funkcional je znatno slozeniji, ali s druge strane pocetnu
aproksimaciju je puno lakSe precizno odrediti — jednostavno, treba iskustveno procijen-
iti parametre endocitoze (ke, k., k;). Praktiéno se pokazuje da ovaj pristup gotovo uvijek
daje ocekivane rezultate.
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