Tezinski problem mjerenja u /,,-normi

Zadani su podaci mjerenja (wi,y;i), i € I, I ={1,...,m}, w; > 0. Treba
pronadi najbolju aproksimaciju mjerene veli¢ine tako da najveée teZinsko
odstupanje bude minimalno, tj. odrediti minimum funkcije

A(C):Tealxw"|c_yi|_>?€|ﬂr{3' (1)
Specijalno ako je wy = -+ = wm = 1, rjeSenje problema mjerenja (1) je
jednostavno:
minA(c) = A Ymin + Ymax \ _ Ymax — Ymin
ceR 2 2
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Uz oznaku ¥; := wjy;, problem minimuma (1) moZemo pisati
A(c) = max |wjc — ¥j| = min, w; >0
( ) IEI | 1 .yl| C€R7 1 9

a ovo je specijalni slu¢aj minimax rjeSenja sustava jednadzbi s jednom
nepoznanicom

max |ajx — b;| — min,

x€ER

gdje uvijek moZemo pretpostaviti da je a; > 0, Vi € /
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METODE

A(x) = max aix — b =

ajim = —aj,
5(x) =

max
1<i<2m

max
1<i<

|n(x)|_% -
=m

XER
Fiem = —Fi

r,-(X)

«O> «F>r «=» «E» R o



Sustavi linearnih jednadzbi s vise nepoznanica

Najbolji minimax teZinski pravac je specijalni slu¢aj sustava sa dvije
nepoznanice:

maxwij|ax; + b — y;| = max|(wix;)a + wib — w;yi|
1 1

n
Za,'ij:b,', i:].,...m,
Jj=1
n
r,-(x) = Z ajjXj — b,' = (a,-,x) — b,‘7 a; = [é),'l7 .. .,a,-,,]
j=1
A(x) = mlax\r,-(x)|

o(x) = max ri(x)
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Karakterizacija rjeSenja

Konveksna ljuska skupa A - najmanji konveksan skup koji sadrzi A
K(A) = {ZA,-X, P EANZ0, Y N= 1}

Teorem (Caratheodory)

Neka je A C R". Tada se svaki element skupa K(A) moZe prikazati kao
konveksna kombinacija n+ 1 (ili manje) elemenata iz A.

PRIMJER

A ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

Opcenito, teorem kaZe da je svaka totka skupa K(A) u nekom
d-simpleksu, d < n s vrhovima iz A.
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DOKAZ: Neka je x € K(A), t]
k

k
:z:)\,-x,-7 X; € A, )\;>0,Z/\i:17

i=1 i=1
Za k < n+1, tvrdnja trivijalna. Neka je k > n+ 1. Tada su vektori

X0 — X1y. -y X — X1

linearno zavisni (ima ih k —1 > n) pa Jua, ... 1k ne svi nula tako da je
k k

Z,u,,-(x,- —x1) = 0. Ozna&imo p; = — Z,u,-. Tada
i=2 =

K K K
0= Z Xj — X1) ZM,X, Xlzul Zuixi, Zui =0
i—2 i—1 i—1

pri ¢emu je barem Jedan pwi >0, i=1... n Slijedi

k k
x:Z)\,-x, Z)‘X’_O‘Z“’X’_Z Aixi — api)xi, Vo
i=1 i=1

0 11. ozujka 2008.

6/ 12



Specijalno za

Aj Aj
a = min {' : ,u,->0}:J>O
1<i<k | Ui

jeXi—ap;>0,i=1,...,n(za p; <0 - otigledno, za ,u,->0izoz§%)i
)\j—auj:O, pa

k

K
X = Z()\ixi—oéui)xi, Aixi—ap; >0, Aj—px; =0, Z()\i—ﬂi) =1
i=1 i=1

Dalje analogno. Postupak se moZe ponavljati sve dok je k > n+ 1.
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Teorem

Neka je A C R"” kompaktan. Tada postoji z € R" tako da je (x,z) > 0,
Vx € A ako i samo ako 0 ¢ K(A).

Dokaz: Pretpostavimo 0 € K(A), tj. 0=> Xix;, A>0, -\ =1,
x; € A. Tada

0= Z Ai(uj, z), Vz,

a to nije moguce za (uj,z) > 0, Vi.
Obratno, pretpostavimo 0 ¢ K(A). Neka je z € A tako da je ||z]|2
minimalna i x € A proizvoljan. Kako je Ax + (1 — A)z € K(A), 0 <\ <1,

0 < [x + (1 = N)zl3 = 12]2 = N[lx — 2|2 +2A\(x — 2, 2).
No, za male A prethodna jednakost ne moZe vrijedi ako nije (x — z,z) > 0,

tj. (x,2) >(z,2) >0
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Karakterizacijski teorem za §

Totka z je totka minimuma funkcije d ako i samo ako konveksna ljuska
skupa {a; : ri(z) = §(z)} sadrzi ishodiste.

Dokaz: Pretpostavimo da z nije totka minimuma funkcije 4. Tada za neki
h je 6(z—h) < 6(z). Oznatimo M = {i : ri(z) = 0(z)}. Tadazaie M je

ri(z—h) <d(z—h) < d(z) = ri(2),
a r,-(x) = (a,-,x) — b;, pa (a,-,z — h) —b; < (a,-,z) — bj, pa
(ai,h) >0, i € M.

Iz prethodnog teorema slijedi da ishodiste ne pripada konveksnoj ljusci

skupa {a; : ri(z) = d(z)}.
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Obratno, pretpostavimo da 0 ¢ K({a; : ri(z) = §(z)}). Tada postoji h t.d.
(ai,h) >0zaie M. Tadajeia= mil\g(a,-7 h) > 0.
e

Za i € M reziduali r; padaju u smjeru —h jer za A >0
ri(z — Ah) = (aj,z — Ah) — b; = (a;,z) — by — A(a;, h) < (z) — M.

Zai¢ M, ri(z) < 6(z) pa zbog neprekidnosti od r;, postoji okolina U od z
tako da ri(u) < 6(z), z € U.

Dakle, z nije to¢ka minimuma.
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Karakterizacijski teorem za A

Neka je z € R" , 0; = signri(z), M = {i : |ri(z)| = A(z)}. Totka z je
to¢ka minimuma funkcije A ako i samo ako konveksna ljuska skupa
{oiaj : i € M} sadrZi ishodiste.
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Teorem
Neka je z totka minimuma funkcije 6(x) = max ri(x). Tada je z totka
<i<m

minimuma funkcije max ri(x), gdje je J C {1,..., m} koji sadrzi najvise
e

n+ 1 elemenata.

Dokaz: Znamo da 0 € K({a;: i € M}), M ={i:ri(z) =d(z)}. Ako M

ima najvise n+ 1 elemenata, stavimo J = M. U suprotnom, po

Caratheodoryevom teoremu postoji J C M koji ima najvise n+ 1

elemenata i za koji je 0 € K({a; : i € J}). Prema karakterizacijskom
teoremu, z je totka minimuma funkcije max ri(x).
e

Teorem - analogon prethodnog za A

Svako minimax rjeSenje sustava m jednadZbi s n nepoznanica, m > n je
minimax rjeSenje odgovarajueg podsustava od n + 1 jednadZbi.
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